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Greedy,

Algorithmus

1. Teste jede Teilmenge S mit |S| < k
2. Fulle S mit Greedy, auf
3. Aktualisiere Losung bei Bedarf

Warum nicht O(nlogn)?

Laufzeit

0(nk*1), denn

es gibt O(n") zu testende Teilmengen und wir bendétigen 0(n) Zeit pro Teilmenge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEEE

Zi = Di 13 11 10 8
S : Fixierte Menge

zzi : Gewicht der fixierten Menge
Z— z z; : Restkapazitat

G+ Z p; : Wert der fixierten Menge + auffillen

Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

Zi = Di 13 11 10 8

S : Fixierte Menge

zzi : Gewicht der fixierten Menge
Z— z z; : Restkapazitat
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

S : Fixierte Menge ‘ES 165 i€S

24 {1,2}
zzi : Gewicht der fixierten Menge {1} 13 17 24 24  {1,2}

ieS

Z— z z; : Restkapazitat

ieS

G+ Z p; : Wert der fixierten Menge + auffillen

Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

S : Fixierte Menge ‘ES 165 i€S

24 {1,2}
zzi : Gewicht der fixierten Menge {1} 13 17 24 24  {1,2}
i€S {2} 11 19 24 24 {1,2}

Z— z z; : Restkapazitat

ieS

G+ Z p; : Wert der fixierten Menge + auffillen

Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

S : Fixierte Menge ‘ES lES i€S

{1,2}
zzi : Gewicht der fixierten Menge gli 13 17 24 24 %1»%
i€S 2 11 19 24 24 1,2
{3} 10 20 23 24  {1,2}
Z— z z; : Restkapazitat

G+ Z p; : Wert der fixierten Menge + auffillen

Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

S : Fixierte Menge ‘ES lES i€S

{1,2}
zzi : Gewicht der fixierten Menge gli 13 17 24 24 %1»%
ieS 2 11 19 24 24 1,2
- {3} 10 20 23 24  {1,2}
Z— zzi . Restkapa2|tat {4} 8 22 21 24 {1,2}

G+ Z p; : Wert der fixierten Menge + auffillen

Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

S : Fixierte Menge ‘ES lES i€S

{1,2}

zzi : Gewicht der fixierten Menge {1} 13 17 24 24 (1,2}

i€S {2} 11 19 24 24  {1,2}

_ {3} 10 20 23 24  {1,2}

Z— Zzi : Restkapazitat {4} 8 22 21 24 {1,2}

tes {1,2} 24 6 24 24  {1,2}
G+ Z p; : Wert der fixierten Menge + auffillen

€S

Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

S : Fixierte Menge ‘ES lES i€S

{1,2}
zzi : Gewicht der fixierten Menge gi ﬁ 1; ;i ;i g»g

i€ES )
{3} 10 20 23 24  {1,2}
Z— z z; . Restkapazitéat (4} 8 29 21 24 {1,2)
res (1,2} 24 6 24 24 {1,2}
{1,3} 23 7 23 24 {1,2}

G+ Z p; : Wert der fixierten Menge + auffillen

Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

S : Fixierte Menge ‘ES lES i€S

{1,2}

zzi : Gewicht der fixierten Menge {1} 13 17 24 24 11,2}

i€s {2} 11 19 24 24  {1,2}

_ {3} 10 20 23 24 {1,2}

Z— Zzi . Restkapazitat {4} 8 22 21 24 {1,2}
ies {12} 24 6 24 24  {1,2}
G+ Z p; : Wert der fixierten Menge + auffillen gf& ;i ; ;i ;i g:g

Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

Zi = D; 13 11 10 8 Zl Zl G+Zpl Gk
¢ Fixi i€eS i€eS i€eS

. Fixierte Menge

{1,2}

zzi : Gewicht der fixierten Menge {1} 13 17 24 24 {1,2}

i€S {2} 11 19 24 24  {1,2}

_ {3} 10 20 23 24  {1,2}

Z— ZZi . Restkapazitat {4} 38 29 21 24 {1,2}

tes {1,2} 24 6 24 24 {1,2}

G+ ;pi . Wert der fixierten Menge + auffillen gf& ;i ; ;i ;i g:g
{2,3} 21 9 29 29 {2,3,4}

Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge
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Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

—p, 13 11 10 8 Yz |z=Y 7 |6+ pi |6,
.y i€S i€S i€S

S : Fixierte Menge

{1,2}
zzi : Gewicht der fixierten Menge {1} 13 17 24 24 {1,2}
i€S {2} 11 19 24 24  {1,2}
_ {3} 10 20 23 24  {1,2}
Z — ZZi . Restkapazitat {4} 8 22 21 24 {1,2}
tes {1,2} 24 6 24 24  {1,2}
G+ Z p; : Wert der fixierten Menge + auffillen glfé ;i ; ;i ;i g’g
i€S ’ ’
) | ) 23} 21 9 29 29 (2,34}
Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge (2,4) 19 11 29 29 (23,4}

8 % Technische - - - -
&l i %E Universitit Matthias Konitzny | Ubung #4 | Greedy,, Vertex Cover | Seite 15

k] .
“ Braunschweig



Greedy, — Beispiel

i1 2] 3 |+ EAEES:

S : Fixierte Menge ‘ES lES i€S

{1,2}
zzi : Gewicht der fixierten Menge {1} 13 17 24 24 {1,2}
ies {2} 11 19 24 24  {1,2}
_ {3} 10 20 23 24  {1,2}
Z — ZZi . Restkapazitat {4} 8 22 21 24 {1,2}
tes {1,2} 24 6 24 24  {1,2}
_ . y 1,3} 23 7 23 24 {1,2}
G + ) p; : Wert der fixierten Menge + aufftillen (L, -
; {1,4} 21 9 21 24 {1,2}
_ ) {2,3} 21 9 29 29 {2,3,4}
Gy, S : Bisher bester Losungswert und Menge (24} 19 11 29 29 (23,4}
{3,4} 18 12 29 29 {2,3,4}
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Greedy,

Satz: Greedy, ist eine (1 — ﬁ)-Approximation

Ist dieser
Faktor scharf?

Also: Existieren
Instanzen, die
diesen Faktor

erreichen?
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Greedy,

Satz: Der Approximationsfaktor (1 — ﬁ) fur Greedy, ist scharf.

Beweis

Fir ein N € N wahlen wir Z = N(k + 1), sowie
P1 =" =Dr+1 =21 = = Zgp1 = N UNA Pryp = 2, Zyp = 1.

Losung von Greedy,

1. Falls k + 2 € S: Es kommen k Objekte mit p; = z; = N hinzu. = Wert kN + 2
2. Fallsk+2¢gsS:
1. Es sind < k Objekte mit p; = z; = N fixiert.
2. Greedy, packt Objekt k + 2 hinzu und fullt mit anderen auf. = Wert kN + 2

Greedy, liefert Wert kN + 2

WLy
¥,
XY

o
£

w5

<

3%

% Technische i ) N .
‘.ﬁ %E Universitit Matthias Konitzny | Ubung #4 | Greedy,, Vertex Cover | Seite 18
78745 Braunschweig

Onsce




Greedy,

Satz: Der Approximationsfaktor (1 — ﬁ) fur Greedy, ist scharf.

Beweis

Fir ein N € N wahlen wir Z = N(k + 1), sowie -
Py = = Ppaq =21 = = Zpery = N UN Dryy = 2, 74, = 1. | Greedy, liefert Wert kN + 2

LOosung von Opt
Nimm Objekte 1 bis k + 1 auf. > Wert N(k + 1)

Optimum besitzt Wert N(k + 1)
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Greedy,

Satz: Der Approximationsfaktor (1 — ﬁ) fur Greedy, ist scharf.

Beweis

Fir ein N € N wahlen wir Z = N(k + 1), sowie -
Py = = Ppaq =21 = = Zpery = N UN Dryy = 2, 74, = 1. | Greedy, liefert Wert kN + 2

Optimum besitzt Wert N(k + 1)

Damit ist:
ALG  kN+2 kN N 2 1 1+ 2
OPT N(k+1) Nk+1) Nk+1) =~ k+1 Nk+1)
l_'_l

- 0fir N - o
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Fragen?
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Vertex Cover
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Vertex Cover

Gegeben
« Graph G = (V,E)
« Zahlk e N

Frage
» Existiert eine Menge VC € V mit |VC| < k,
sodass fir jede Kante {u, v} € E qilt:
u€VCoderveV(C?

Als Optimierungsproblem: Such die kleinste Zahl k.
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Vertex Cover

Gegeben
« Graph G = (V,E)
« Zahlk e N

Frage
» Existiert eine Menge VC € V mit |VC| < k,
sodass fir jede Kante {u, v} € E qilt:
u€VCoderveV(C?

Als Optimierungsproblem: Such die kleinste Zahl k.
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Schranken
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Schranken
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Schranken

Beobachtungen

Fir jede blaue Kante bendtigen wir mind.
einen adjazenten Knoten in VC!

Nehmen wir beide Knoten in VC auf,
erhalten wir ein Vertex Cover

1Ly

G
a'"
&
<

% Technische - - N .
53(& Universitit Matthias Konitzny | Ubung #4 | Greedy,, Vertex Cover | Seite 27
£ Braunschweig

5 231
ﬂ%‘ i
IR

Ongew



Matching

Gegeben
« Graph G = (V,E)

Ein Matching ist eine Menge von Kanten, die sich
paarweise keinen Knoten teilen.

Ein Matching M ist inklusionsmaximal, wenn es
keine Kante e ¢ M gibt, sodass M U {e} ein
Matching ist.

Ein Matching M ist kardinalitatsmaximal, wenn es
kein Matching M’ gibt, sodass |M| < |M’| gilt.

1Ly,
T
Shat |12

Engl.: maximal

Engl.: maximum
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Vertex Cover und Matchings

Satz: Sei V(,,; ein kleinstes Vertex Cover und

M ein inklusionsmaximales Matching. Dann gilt:
IM| < VCope < 2|M|

Fir jede Kante {u, v} € M muss u oder v in VC,,, enthalten sein.
= M| < VCopt

Betrachte nun VC' = Ug, yem{s, v}
Annahme: V(' ist kein Vertex Cover
Dann existiert eine Kante {u/,v'} mitu',v' & VC'.
Damit kann M mit {u’, v’} erweitert werden. Widerspruch, dass M
inklusionsmaximal ist.
= 2|M| = [VC'| = |VCyp
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

VC =0
for each {u,v} € E do
ifugVCundv ¢ VC then
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

VC =0
for each {u,v} € E do
ifugVCundv ¢ VC then
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

VC =0
for each {u,v} € E do
ifugVCundv ¢ VC then
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

VC =0
for each {u,v} € E do
ifugVCundv ¢ VC then
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

VC =0
for each {u,v} € E do
ifugVCundv ¢ VC then
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

VC =0
for each {u,v} € E do
ifugVCundv ¢ VC then
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

VC =0
for each {u,v} € E do
ifugVCundv ¢ VC then
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

VC =0
for each {u,v} € E do
ifugVCundv ¢ VC then
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

VC =0
for each {u,v} € E do
ifugVCundv ¢ VC then
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

Ve =0
for each {u,v} € E do

ifuegVCundv & VC then .
VC =VC U {u v}
return VC

Ly
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

Ve =0
for each {u,v} € E do

ifuegVCundv & VC then .
VC =VC U {u v}
return VC

Ly
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

Ve =0
for each {u,v} € E do

ifuegVCundv & VC then .
VC =VC U {u v}
return VC
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Vertex Cover und Matchings

Korollar: Es existiert eine 2-Approximation fir
die Optimierungsvariante von Vertex Cover.

Ve =9 /

for each {u,v} € E do

ifuegVCundv & VC then .
VC =VC U {u v} .
return VC
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Optimale Vertex Cover

Fur spezielle Graphen kann man kleinste Vertex Cover effizient bestimmen.

Welche?

Vollstandige

Graphen

Ly
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Optimale Vertex Cover

Fur spezielle Graphen kann man kleinste Vertex Cover effizient bestimmen.

Welche?

Vollstandige

Graphen

VCl=n—-1
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Optimale Vertex Cover

Fur spezielle Graphen kann man kleinste Vertex Cover effizient bestimmen.

Welche?

Vollstandige Pfad
Graphen Graphen
[VCl=n-1

r—
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A
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Optimale Vertex Cover

Fur spezielle Graphen kann man kleinste Vertex Cover effizient bestimmen.

Welche?

Pfad

Vollstandige

Graphen

Graphen

® @ @ @ o————O d
vel =5
u_vﬂl.. g/
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3= %E Universitit Matthias Konitzny | Ubung #4 | Greedy,, Vertex Cover | Seite 46
‘33,%5 {,;5’ Braunschweig

Oxsce



Optimale Vertex Cover

Fur spezielle Graphen kann man kleinste Vertex Cover effizient bestimmen.

Welche?

Volistandige Pfad Kreis

Graphen Graphen Graphen
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Optimale Vertex Cover

Fur spezielle Graphen kann man kleinste Vertex Cover effizient bestimmen.

Welche?
Vollstandige Pfad Kreis
Graphen Graphen Graphen
n
VCl=n—-1 ve) = EJ
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Optimale Vertex Cover

Fur spezielle Graphen kann man kleinste Vertex Cover effizient bestimmen.

Welche?

Pfad Kreis
Graphen Graphen

Vollstandige

Graphen

[VCl=n-1

Baum Intervall
Graphen Graphen
0(n) Algorithmus O(nlogn) Algorithmus
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Schranken Vertex Cover

Vollstandige
Graphen

Teile Graph in einfache, unabhangige Teilgraphen!

Pfad
Graphen

Kreis

ClEipen 8>|VC|=2+14+3=6

Wie grol} ist ein kleinstes Vertex Cover? 6, 7 oder 8?
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Schranken Vertex Cover

Vollstandige
Graphen

Pfad
Graphen

Kreis
Graphen

8= VCl=z1+6=7
Wie grol} ist ein kleinstes Vertex Cover?f{, 7 oder 8?
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Schranken Vertex Cover

Vollstandige
Graphen

Pfad
Graphen

Kreis
Graphen

7=2VCl=1+6=7

Wie grol3 ist ein kleinstes Vertex Cover?f{, 7 oderﬂ?
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Fragen?
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