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Heute

» Hashing

= Modulo

= Fragen/Wiederholung

= Dynamische Programmierung

= Approximation

= Reduktionen
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Motivation

Assoziative Datenstruktur mit extrem schnellen Operationen flr Suchen,
EinflUgen und Loschen.

Beispiel
Domainnamen IP-Adressen
www.ibr.cs.tu-bs.de —— 216.58.213.195
www.tu-braunschweig.de  ——— 134.169.9.1
www.google.de —— 134.169.34.49
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Motivation

Schliussel Hashfunktion

Www.ibr.cs.tu-bs.de

N

www.tu-braunschweig.de

e

www.google.de

Hashtabelle

0
01
02

04
0
06

216.58.213.195

134.169.9.1

134.169.34.49
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Hashing

Jedes Objekt besitzt einen Schlissel

Black-Box wandelt Schliissel in eine
Position in der Hashtablle um.

Black-Box

Universum Hashfunktion Hashtabelle
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Hashing - Kollision

Jedes Objekt besitzt einen Schlissel

Black-Box wandelt Schliissel in eine
Position in der Hashtablle um.

Black-Box

W («=wip

Universum

Hashfunktion Hashtabelle
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Hashing - Listen

Jedes Objekt besitzt einen Schlissel

>
|

Black-Box wandelt Schliissel in eine
Position in der Hashtablle um.

£

Black-Box

Kollisionsvermeidung: \

Objekte werden in eine Liste gespeichert \—,

llﬁ
!

Universum Hashfunktion Hashtabelle
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Hashing — Offenes Sondieren

Jedes Objekt besitzt einen Schlissel

I

Black-Box wandelt Schliissel in eine
Position in der Hashtablle um.

Black-Box

873

Bei Kollision:
Es wird ein anderer Platz gesucht.

Universum Hashfunktion Hashtabelle
50;;‘??‘%2 Te,;'lv.':,i-:?l;e atthias Konitzny | Ubun ashin iederholung | Seite
gﬁ%’ graunsc}:v:eig Matthias Konitzny | Ubung #6 | Hashing, Wiederholung | Seite 9

Onsce



Hashing Ohne Kollisionen

Sei P[h(x) = j] =

Wahrscheinlichkeit, dass k Elemente ohne Kollisionen
eingefligt werden konnen:

P[k El e Tral sfamsfines. cfnfsen]| = : #freie Felder B ﬁm —i+1
emente Kollisionsirel einifugenj = | T — | —
i= i

Wahrscheinlichkeit, dass das nachste Element kollisionsfrei
eingeflugt wird, wenn n Elemente eingefligt wurden:
m-—n

n
=1-——
m m

=1-8

P[néchstes kollisionsfrei] =

f bezeichnet den Belegungsfaktor.
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Modulo — Restdivision

FirmeN,x e Zundr € {0,...,m— 1} ist

xmodm=r,

falls eine Zahl q € Z existiert, sodass gilt

Damit ist auch flr beliebiges i € Z

XxX=q -m+r

(x+i-m)modm = x modm

Beispiel:
27mod7 =6
31mod9 =4

Man kann zeigen:
(a+b) modm = ((a mod m) + (b mod m)) mod m

(a-b) modm = ((a mod m) - (b mod m)) mod m
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Hashfunktion — Offenes Hashing

Es sind
m € N,
h{:N - {0,..,m—1},
h,:N->{1,..,m—1}
und

f:N-{0,..,m—1}
Offenes Hashing benutzt eine Hashfunktion der Form
t(i,x) == (hl(x) + f(@i) - h, (x)) mod m

Beispiel fur f(i) := (a - i + b) mod m in rekursiver Schreibweise:
B (hl(x) + bhz(x)) mod m J(allsi =0

t(i,x) =
) (ti—1L,x)+a-hy(x)) modm ,fallsi>0
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Hashfunktionen — Offenes Hashing
t(i,x) = (hy(x) + (@) - h,(x)) mod m
t(i, x) nutzt
. Lineares Sondieren, falls f(i) € ©(i) und h,(x) € 6(1)

- Quadratisches Sondieren, falls f(i) € 0(i?) und h,(x) € ©(1)

* Doppeltes Hashing, andernfalls
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Beispiel t(i,x) = (4x? — 4 + (4x + 1)i) mod 13
FlUge nacheinander die Zahlen 5, 7, 2, 6, 11 ein. m =13
t(0,5) = 100 — 4+ 0 mod 13 = 96 mod 13 = 5
t(0,7) =4-49—4+0mod13=4-10 —4mod 13 = 10
t(0,2) =16 — 4 + 0 mod 13 = 12

£(0,6) = 4-36 —4+0mod13 = 10 7

t(1,6) =4-36 —4+24+1mod13=1—4+ 11+ 1 mod 13 = 9
£(0,11) =4 -4 —4mod13 =12/

((L11) =4 4—4+44+1mod13 =12+ 6mod13 =57
t(2,11) =4 -4 —4+ (44 +1)-2mod 13 = 12 + 12 mod 13 = 11
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Hashing in der Praxis

Auswahl der verwendeten Hashfunktion hangt stark vom Einsatzgebiet ab.

Spezialisierte

Programmiersprachen Sicherheit Systeme
(Y Prafsummen Distributed Hash Tables
.,__E_,j ﬁ pgthOﬂ MD5
—)napster.
HashMap dict() @ BitTorrent:
PGP
Chord
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Algorithmen und Datenstrukturen 2
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Knapsackvarianten

Problem 0-1-KNAPSACK MAXIMUM KNAPSACK FRACTIONAL KNAPSACK

Typ Entscheidungsproblem Optimierungsproblem

Komplexitat NP-vollstandig NP-schwer

Algorithmen DP B&B Greedy, Greedy, (k> 0) DP B&B
Wert ist 1 o . .

Bemerkung - - bel. schlecht 1- Py -Approximation  Optimal Optimal

Laufzeit 0(n2) 0(n2™) 0(nlogn) 0(nk*1) onz) 0(n2")

Weitere Probleme:
» SUBSET SuMm: NP-vollstandig, Dynamisches Programm
* PARTITION: NP-vollstandig, Dynamisches Programm

* BIN PACKING: NP-vollstandig, lasst sich nicht besser als 3 approximieren.
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Optimierungsproblem
P
Greedy

Optimal

O(nlogn)
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Horsaal-Belegung

Problem HORSAAL-BELEGUNG

Typ Optimierungsproblem

Komplexitat P

I [EW Greedy Endpunkt  Greedy Kleinstes ~ Greedy Uberlappung
Bemerkung Optimal % - Approximation % - Approximation

Laufzeit O(nlogn) O(nlogn) O(nlogn)

Weitere Probleme:
«  HORSAAL-AUSLASTUNG: P, Dynamisches Programm
* Farbung von Intervallgraphen
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Graphenprobleme

Typ Optimierungsproblem Optimierungsproblem

Komplexitat NP-schwer NP-schwer

Algorithmen Brute Force B&B DP MaxMatching

Bemerkung Optimal Optimal Optimal 2-Approximation

Laufzeit o(n!) o(f(m)2™")  o(n?2m) 0(n?)

Weitere Probleme:
e EUKLIDISCHES TRAVELING SALESMAN: NP-schwer
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Komplexitatsklassen

Ein Problem II liegt in
NP-schwer « P, falls es einen Polynomialzeitalgorithmus
gibt, der IT korrekt 10st.
NP, falls jede LOsung in polynomieller Zeit

e, NP-vollstandig verifiziert werden kann.

Ein Problem II heif3t
 NP-schwer, falls jedes Problem aus NP

auf IT reduziert werden kann.
NP-vollstandig, falls IT NP-schwer ist und
in NP liegt.
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Reduktionen

T(I,) und T~1(l,) besitzen polynomielle Laufzeit.

Daher: Besitzt A polynomielle Laufzeit, dann kénnen
wir die Losung von I, in polynomieller Zeit bestimmen.

Instanz I,von ? N | e v 7
Problem A 9 2
T(IA) T_l(IA)

Instanz Izvon  Algorithmus A

Problem B zum Losen
von I

LOosung von Iy
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Was tun bei NP-Vollstandigkeit?

Vorteil Sehr schnelle Gibt Garantien fur den Geben den
und oft sehr gute Wert der Ldsung. optimalen Wert aus.
LOosungen.

NELQII Kann beliebig Oft nicht optimal, da der  Sie sind sehr
schlecht sein Worst-Case abgefangen langsam.
werden muss.

Greedy, Greedy, B&B, DP
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Wiederholung |
Dynamische Programmierung
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Wirfelsumme

Gegeben: n Wirfel mit je m Seiten
(und Werten 1, ..., m) und eine Zahl K.

Gesucht: Anzahl Mdglichkeiten den
Wert K mit den Wirfeln zu erzeugen.

Ein 6-seitiger Wurfel:

K10111213]415]6]7

Eo 1 111110

1Ly
e,

,,eﬁ t Technische
3

Universitit Matthias Konitzny | Ubung #6 | Hashing, Wiederholung | Seite 25
Braunschweig

U g | W B
ﬂ%‘ i
IR

Onsce



Wirfelsumme

Zwei 6-seitige Wiirfel

-ﬂlllﬂlﬂﬂ

.0012345654

L summer

Drei 6-seitige Wurfel

{01123 415 10| 7] ]9 10]11]12]13] 14 1516]17 1619

o 0 01 3 61015212527 27 25211510 6 3 1 O
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Wirfelsumme

Sei A(i,j) die Anzahl der Mdglichkeiten den Wert i mit j m-seitigen Wurfeln zu erzeugen.

Dann ist
(0 ,fallsj =0,i >0
1 J(allsj=i=0
0 Jallsi < j
A(l,j) =<0 ,falls i > mj
min(i,m)
Z A({—4,j—1) ,sonst
L ¢=1
1891011 12)13]
A(K,3) 21 25 27 27 25 21

Welchen Wert besitzt A(14,4)? Antwort: 21 + 25+ 27 + 27 + 25+ 21 = 146
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Wirfelsumme

Function A(K,n)
A[0..nm][0..n] //2D Array

p S
Afo][0] = 1 X oo
fori=1to K do 5 'lelz]i;;‘_

Ali][0] =0 A(i,j) =40 (fallsi > myj

. min(i,m)

for j =1ton dp z A(i—2j—1) ,sonst

fori=0toj—1do

] 'l k {’:1
Alil[j] =0

fori =jto jmdo
k := min(i,m)
Al = Zi=, Ali = 11 — 1]
fori=jm+1tonmdo
Ali]lj] =10
return A[K][n]
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Wiederholung Il
Approximation
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Approximation — Probleme mit Parameter

Manchmal besitzt man Informationen ber die Instanzen.

Beispiele:
MAXIMUM KNAPSACK mit & € N BIN PACKING mit ¢ € N
Furallei € {1,...,n}qgilt z; < g Furallei € {1,...,n} qilt z _g
- GREEDY, ist eine £== - Approx. = FIRST FIT ist eine —— - Approx.
a a—1

Fur k = 2 ist das
VERTEX COVER.

SET COvVER mit k € N
Jedes Element u € U kommt in
maximal k Teilmengen in F vor.
=>» Es gibt eine k - Approx.
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Wiederholung Il
Reduktion
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Reduktionen

T(I,) und T~1(l,) besitzen polynomielle Laufzeit.

Daher: Besitzt A polynomielle Laufzeit, dann kénnen
wir die Losung von I, in polynomieller Zeit bestimmen.

Instanz I,von ? N | e v 7
Problem A 9 2
T(IA) T_l(IA)

Instanz Izvon  Algorithmus A

Problem B zum Losen
von I

LOosung von Iy
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3SAT-3

Gegeben: Formel wie bei 3SAT, aber jede Variable kommt in maximal drei Klauseln vor.
Frage: Lasst sich die Formel erflllen?

Dieses Problem ist NP-schwer!

Wir zeigen: 3SAT <, 3SAT-3

Problematisch nur Variablen, die ofter als drei Mal vorkommen.
Wie kdnnen wir das auflosen?
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3SAT-3

Gvxve)  (E@VEVvy)  (@VvEvy) (v vi)

Fur jedes der n; Literale von Variable x;:

* Erzeuge Variablen xy ;, ..., xp, ;.

- Ersetze das c-te Literal von x; mit einem Literal der Variablen x ;.
» Flge Klauseln der folgenden Form hinzu.

(xl,l- \Y fZ,i) N (xZ,i \Y 3?3',:) N A (Xni’i \Y fl,i)

Beobachtungen:

« Die neuen Variablen tauchen genau drei Mal auf.

« Ist eine Variable auf true gesetzt, sind alle true. (Reprasentieren die gleiche Variable!)
« Die alte Variable taucht nicht mehr auf.
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Weltere 3SAT-Varianten

: : E3SAT-4
Diese Probleme sind E3SAT Zusatzlich existiert jede

alle NP-vollstandig SEUUE EREIEENE Variable in maximal vier
Literale pro Klausel Klauseln

SAT 3SAT
Klauseln besitzen = —— Klauseln besitzen Monotone 3SAT
beliebig viele Literale maximal drei Literale

In jeder Klausel sind die
Literale entweder alle positiv
oder alle negativ

Planar Monotone

Oft hilfreich fur 3SAT

geometrische Probleme
Planar 3SAT

—  Der Klausel-Variablen-
Inzidenzgraph ist planar
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Noch mehr 3SAT Varianten

1-in-3SAT

In jeder Klausel

darf maximal ein
Literal true sein

3SAT

Klauseln besitzen
genau drei Literale

NAE 3SAT

In jeder Klausel durfen
nicht alle Literale den
gleichen Wert besitzen

NAE = Not-All-Equal

Positive
1-in-3SAT
Zusétzlich sind alle
Literale positiv

Positive
NAE 3SAT

Zusétzlich sind alle
Literale positiv

Positive Planar
1-in-3SAT
Zusatzlich ist der

Klausel-Variablen-
Graph planar

Diese Probleme sind
alle NP-vollstandig
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Klausur
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Klausurinfos

Prifung Informationen

Allgemein / Von konitzny

Liebe Studierende,

die Priifung zu AuD2 findet am 19.08.22 statt. Nachfolgend stehen Informationen zur Priifung.

Informationen

¢ Beginn: 12:30 Uhr
* Raum: UP 3.007 (A-N), SN 19.1 (O-Z) (getrennt nach Nachname; 1. Buchstabe)
* Dauer: 2 Stunden
 Bitte 15 Minuten friiher anwesend sein.
* Mitbringen:
» Studierendenausweis (plus Lichtbildausweis, falls kein Foto vorhanden),
* Dokumentenechter Stift (kein Bleistift, kein rot)
» Worterbuch, falls nétig
* Weitere Unterlagen sind nicht erlaubt.

« Eigenes Papier ist nicht erlaubt; wir stellen Papier

Was man wissen sollte:

« Alles aus der Vorlesung (Ohne
hdéherdimensionales Packen)

« Ubersicht tiber die
Ubungen/Hausaufgaben
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