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Hinweise:

- Bitte das Deckblatt in Druckschrift vollstandig ausfiillen.

- Die Klausur besteht aus 11 Bléttern, bitte auf Vollstdndigkeit tiberpriifen.

- Erlaubte Hilfsmittel: Keine.

- Eigenes Papier ist nicht erlaubt.

- Die Riickseiten der Blétter diirfen beschrieben werden.

- Die Klausur ist mit 50 % der Punkte bestanden.

- Antworten die nicht gewertet werden sollen bitte deutlich durchstreichen. Kein
Tippex verwenden.

- Mit Bleistift oder in Rot geschriebene Klausurteile kénnen nicht gewertet werden.

- Werden mehrere Antworten gegeben, werten wir die mit der geringsten Punktzahl.

- Samtliche Algorithmen, Datenstrukturen, Sétze und Begriffe beziehen sich, sofern
nicht explizit anders angegeben, auf die in der Vorlesung vorgestellte Variante.

- Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betriagt 120 Minuten.
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Aufgabe 1: Greedy (449 Punkte)
Betrachte folgende Instanz:

Objekt i |1 2 3 4 5
Gewicht 2z, |6 14 5 7 2
Wert pi |5 14 3 4 1

mit Z = 23

o Il
W k|~

a) Betrachte die Instanz als eine Instanz von FRACTIONAL KNAPSACK und wende den
fraktionalen Greedy-Algorithmus an. Gib in jeder Iteration den aktuellen Gegenstand,
zu welchen Teilen er gepackt wird, sowie den Gesamtzustand (Was ist gepackt und
wie hoch ist der aktuelle Gesamtwert und -gewicht?) an.

b) Wende GREEDY auf die Instanz an. Gib in jeder Iteration den aktuellen Gegenstand
an, sowie die Menge der bereits gepackten Gegenstinde mitsamt ihrem Gesamtge-
wicht und -wert. Ist die erhaltene Losung optimal? Begriinde Deine Antwort!
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Aufgabe 2: Dynamic Programming (6+4+2 Punkte)

a) Betrachte folgende Instanz:

Objekt @ |1 2 3 4 5
Gewicht 2 |6 3 4 8 3 mit Z=14
Wert pi|H 4 3 9 4

Wende den Dynamic-Programming-Algorithmus fiir MAXIMUM KNAPSACK auf
diese Instanz an, indem Du die folgende Tabelle ausfiillst und die Objekte in der
Reihenfolge ihrer Indizes bearbeitest. (Hinweis: Der Eintrag in der Zeile i und der
Spalte = entspricht dem Wert P(x,7).)

iNe|| O 1| 2] 3| 4| 5| 6] 7| 8| 91011 12|13 14

ik | W |IN |~ O

b) Wie lautet die Rekursionsgleichung fiir MAXIMUM KNAPSACK?

¢) Wandle die Rekursionsgleichung fiir das MAXIMUM KNAPSACK so ab, dass Objekte
beliebig oft benutzt werden diirfen; es sollen also Instanzen von INTEGER KNAPSACK
gelost werden.
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Aufgabe 3: Branch and Bound (9 Punkte)
Betrachte den Branch-and-Bound-Algorithmus fiir KNAPSACK aus der Vorlesung mit dem
Berechnen von GREEDY| als untere Schranke und GREEDY fiir FRACTIONAL KNAPSACK
als obere Schranke. Wende den Algorithmus auf folgende Instanz an. (Hinweis: Die Objekte
sind fiir die Greedy-Algorithmen bereits vorsortiert.)

il 1 2 3 4
Z=pi |10 5 4 8

Beachte folgende Punkte:

und Z =18

e Benutze den Enumerationsbaum aus Abbildung 1.

e Beschrifte sowohl die Kanten mit der Auswahl, die getroffen wurde, als auch die
Knoten mit den besten Schranken (obere und untere), die aktuell gelten.

e Sollte eine aktuelle Auswahl unzuléssig sein, beschrifte den zugehorigen Knoten mit
unzuldssig.

e Sollten Kanten nicht benutzt werden, streiche sie durch.

e Halte in einer Tabelle fest, welche Belegung eine neue, aktuell beste Losung liefert.

Abbildung 1: Der Enumerationsbaum
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Aufgabe 4: Modellierung (3+3+5 Punkte)
Betrachte eine Menge S von n Intervallen I, ..., I,. Jedes Intervall I; besitzt einen Start
s;, ein Ende e; und einen Wert w;. Es darf angenommen werden, dass die Intervalle
beziiglich ihres Endes sortiert sind.

Wir suchen nun eine Menge S C S von Intervallen, die sich paarweise nicht iiberlappen
und deren Gesamtwert maximal ist. Sei OPT(7) der grofite Wert, den wir mit den ersten ¢
Intervallen erreichen kénnen.

Sei pred(i) die Funktion, die uns den Index des Intervalls zuriickgibt, welches am spétesten
endet aber noch vor Intervall I; liegt. Gibt es kein solches Intervall, so gibt pred(i) den
Wert 0 zuriick. Formal: pred(i) = max ({j|e; < s;} U {0})

‘5;1 w1:5 (fll 56 w6:2 €6
I 1
8|3 w3 = 9 eIS 8|5 Wy = 9 €I5
I 1 I 1
S|2 wy = 4 €2 54 wy =17 €4 S7 wy = 8 €7

Abbildung 2: Eine Instanz mit sieben Intervallen Iy, ..., I7

a) Gib fiir alle 1 <14 <7 die Werte pred(i) fir die Intervalle aus Abbildung 2 an.

1112131415167
pred(z)
b) Gib fiir alle 0 < i < 7 die Werte oPT(7) fiir die Intervalle aus Abbildung 2 an.

i |0]1]2]3]4]5]6]|7
OPT(7)

c) Gib eine Rekursionsgleichung an, mit der man OpT(7) berechnen kann.
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Aufgabe 5: Approximation I (11 Punkte)
Wende GREEDY;, auf die folgende Instanz an. (Hinweis: Die Objekte sind fiir GREEDY
bereits vorsortiert.)

i1 2 3 4
pi=2%|6 7 2 3

mit Z = 10 und k = 2.

Gib dazu die folgenden Mengen bzw. Werte tabellarisch an:

S
° > 2z
=

S
o Ag:= GREEDY,({z|i ¢ S}, Z — 3 2, {pili ¢ 5})

i€S

[ ]
]
=
+
I
N

.Gk
o S

Achte darauf, dass S mit der kleinsten Menge anfingt und mit der groten endet. Zusitzlich
soll S lexikographisch sortiert sein, das heifit, fiir zwei gleichgroe Mengen Sy und 5>
kommt S vor Sy, falls das kleinste Element x € S\ Ss kleiner ist als das kleinste Element
Yy < §2 \gl
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Aufgabe 6: Approximation II (644 Punkte)
Betrachte den Algorithmus GREEDY(. Angenommen, jedes Objekt hat ein Gewicht von
hochstens g fir ein festes a € {1,2,3,4,...}. Wir nehmen auflerdem an, dass z; = p; fiir
jedes Objekt ¢ gilt und dass die Summe aller z; die Kapazitéit Z iiberschreitet.

a) Zeige: Nach Anwenden von GREEDYj gilt Y z;2; > Z(1 — 1).
i=0

b) Welche Approximationsgiite besitzt GREEDY, mit diesen speziellen Objekten?
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Aufgabe 7: Komplexitit (8 Punkte)
Angenommen, wir haben einen Algorithmus A, der PARTITION 16st. Wie kénnen wir nun
A benutzen, um auch SUBSET SuM zu lésen? Begriinde aulerdem die Korrektheit deines

Verfahrens! (Hinweis: Es darf angenommen werden, dass Z > £ Y7 z;)
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Aufgabe 8: Hashing (745 Punkte)

a) Betrachte ein anfangs leeres Array A der Groe 10, es gibt also die Speicherzel-
len A[0],...,A[9]. In diesem Array fiithren wir offenes Hashing mit der folgenden
Hashfunktion durch:

t(i,z) = Tx + 3iz  mod 10

Dabei ist x ein einzusetzender Schliissel und ¢ die Nummer des Versuches, x in eine
unbesetzte Speicherzelle des Arrays zu schreiben, beginnend bei ¢ = 0. Berechne zu
jedem der folgenden Schliissel die Position, die er in A bekommt:

4, 12, 2, 14

Y ) )

Dabei sollen die Schliissel in der gegebenen Reihenfolge eingefiigt werden und der
Rechenweg soll klar erkennbar sein. Trage die Elemente in das Array in Tabelle 1
ein.

A[0] | A[1] | A[2] | A[3] | A[4] | A[5] | A[6] | A[7] | A[8] | A[9]

Tabelle 1: Das Array A.

b) Gib eine Instanz mit hochstens 10 Schliisseln an, sodass die in Teil a) gegebene
Hashfunktion nicht jedem Schliissel einen Platz in der Hashtabelle zuweisen kann.
Zeige, dass deine Instanz diese Eigenschaft erfiillt.
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Aufgabe 9: Kurzfragen (242+2+2+6 Punkte)

a) Was bedeutet es fiir ein Problem, wenn es zur Klasse P gehort? Nenne ein Problem
aus der Vorlesung, das in P liegt!

b) Wie ist die Klasse N P definiert? Begriinde kurz, warum 0-1-KNAPSACK € N P gilt!
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c) Wann ist ein Problem N P-schwer?

d) Wie zeigt man, dass ein Problem N P-vollsténdig ist?

e) Gib drei prinzipiell verschiedene Vorgehensweisen fiir ein NP-vollstéandiges Problem
an, benenne jeweils die Vor- und Nachteile jeder Alternative und fiihre jeweils ein
Beispiel fiir solch einen Algorithmus an. Fiille dazu die gegebene Tabelle 2 aus.
(Hinweis: Es reicht, die Algorithmen zu benennen.)

Vorgehensweise

Vorteil

Nachteil

Algorithmus

Tabelle 2: Eine nicht vollstindige Tabelle.
Viel Erfolg ®
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