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Approximation von Maximum Knapsack

Wie gut approximiert GREEDY(g das Problem MAXiMUM KNAPSACK?

Algorithmus 6 (GREEDY))

Eingabe: z;,...,2n,2,0;,..., Pn

n n
Ausgabe: [(z1, ..., Zn); Go] mit z; € {0, 1}, Zmizi <Z, Gy:= inpi
1=1 =1

1: Sortiere {1, ..., n} nach % aufsteigend; — Permutation 7 (1), ..., 7(n).
2: for j =1tondo

7—1

3: if Z Zr () Tr(i) T 2 (j) < Z | then
1=1

4: Tp() =1

5. return [(z1, ..., Zn); Go]
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Approximation von Maximum Knapsack
Wie gut approximiert GREEDY(g das Problem MaAXxiMuM KNAPSACK?

Beispiel

GREEDY liefert ~ Sp = {1} mit einem Gewinn von Gp = 1.
Das Optimum ist Sopt = {2} mit einem Gewinn von Gopt = N.

Die von Algorithmus 6 (GREEDY() berechnete Losung einer Instanz fiir
MaxiMuM KNAPSACK kann beliebig weit vom Optimum entfernt sein.
(GREEDY( approximiert MAXIMUM KNAPSACK nicht).



Approximation von Maximum Knapsack

Algorithmus 7 (modified GREEDY)

Eingabe: z;,...,2n,2,D0i,...,Pn

1=1 1=1

1: (X, Go) = GREEDY((2j, .- 2n, Z, Diy -, Pn) > GREEDYg-Losung
20 k = argmax,{p; | 2, < Z,1 € {1,...,n}} > Index des Objekts

maximalen Gewinns
3: if Gg > pg then > Vergleich beider Optionen
4:  return (X, Gop)
5: else
6:

return ((0,...,0,z; = 1,0,...,0), px)

Algorithmus 7 berechnet fiir jede Instanz von MAXIMUM KNAPSACK eine
zuladssige Losung mit Gewinn G(’). Im Vergleich zur optimalen Losung mit
Gewinn opT gilt: G} > LopT.



Approximations-Algorithmen

Sei PrROB ein Maximierungsproblem und ALG ein Algorithmus
e ALG ist ein c-Approximationsalgorithmus fiir PROB, wenn fiir jede
Instanz I von PROB mit Optimalwert opT(I) gilt:
o ALG liefert in polynomieller Zeit in der Codierungsgrofie von I eine
zuldssige Losung mit Wert A ()
o A(I) > c-opr(I) fiir eine Konstante ¢ < 1.

Bemerkung: Falls PROB ein Minimierungsproblem fordern wir analog:
o A(I) < c-opr(I) fiir eine Konstante ¢ > 1.
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Approximation von Maximum Knapsack

Algorithmus 8 (GREEDYy)

Eingabe: 2, ...,2p, Z, D1, ..., Pn, [Parameter k fixiert]

n n
Ausgabe: [(z1,...,zp); Gg| mit z; € {0,1}, Zfﬂizi < Z, G := Z%‘Pi

................................................. Lot S
1: Gx:=0
2: for all (vi,...,vn) € {0,1}" mit >, v; < k do > < k-Teilmenge
n
3: if Z v;2; < Z> then > falls zulassig
1=1
4: I = (1=w)a,...,(L = vp)zn,(Z — 3, viz), P1,---,Pn)
> modifizierte Instanz (Wahl der Objekte mit v; = 1 ‘kostenlos’)
5: (X, G) := GREEDY(]) > ergdnze v durch Greedylosung
6: if (G > Gg) then > bei Verbesserung
7 Gy =G > aktualisiere besten Gewinn
8: z:=X > aktualisiere beste Losung
9: return [(z1, ..., zn); Gi]




Approximation von Maximum Knapsack

Satz 8

GREEDY (Algorithmus 8) ist ein (1 — k+_1)—Approximationsalgorithmus
fiir jedes beliebig aber feste £ € IN.

Beweis.

Fir Algorithmus 8 gilt:

1
k+1

e Ersetzen von GREEDY( in Zeile 5 durch modified GREEDY(, liefert eine

e Die Giitegarantie von <1 — ) bestmoglich.

Giitegarantie von (1 — ﬁz)
e Fiir jedes € > 0 gibt es eine (1 — €)-Approximation fiir MAXIMUM
KNAPSACK — Approximationsschema.
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Polynomial-Time Approximation Scheme (PTAS)

Ein polynomielles Approximationsschema (PTAS) fiir ein
Optimierungsproblem ist eine Familie von Algorithmen, die fiir jedes
beliebig aber feste € > 0 einen (1 — €)-Approximationsalgorithmus (bzw.
(1+€)) liefert.

Satz 9
{GREEDY| k € IN} ist ein PTAS fiir MAXIMUM KNAPSACK.

Beweis.

Wahle k£ grof genug, sodass 1J+k < €. Verwende GREEDY. O
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