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Hashverfahren — Wiederholung

Universum U = {0,1,...,N — 1}
Schliisselmenge S C U, n :=|S]|

e Hine Hashtabelle der Grofle m
ist ein Array T mit den Zellen
T[0] bis T'[m — 1] zur Speicher-

ung der Datensatze.

e Eine Hashfunktion h liefert fiir
jeden Schliissel z € U eine
Adresse in der Hashtabelle, d.h.
h:U—{0,...,m—1}.
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Hashverfahren — Wiederholung

Universum U = {0,1,...,N — 1} T
Schliisselmenge S C U, n := |S]| (1)
2

e Der Belegungsfaktor einer Hash-

tabelle der Grofe m ist §:= .
e Bei einer Kollision erhalten ver-

schiede Schliissel z; und x> den

selben Hashwert h(z;) = h(z2) m -2

(unvermeidbar wenn |U| > m).
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Hashverfahren — Wiederholung

Universum U ={0,1,...,N — 1}
Schliisselmenge S C U, n :=|S|

e Ein Hashverfahren ist durch
- eine Hashtabelle,

- eine Hashfunktion, und

- eine Strategie zur Auflosung
von Kollisionen
gegeben.

e Herausforderungen
- [UI>|S]
- S ist a priori unbekannt

0
1
2
m — 2
m—1
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Kollisionsbehandlung — Wiederholung

Moglichkeiten zur Kollisionsbehandlung:

o Verkettete Listen: Jede Zelle der Hashtabelle enthéalt einen Zeiger auf
eine Uberlaufliste.

e Offene Adressierung: Bei Adresskollision nach fester Regel alternativen
freien Platz suchen (Sondierungsfolge).
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Offene Adressierung (OA)

Im Kollisionsfall wird nach einer festen Regel (Sondierungsfolge) ein freier
Platz in der Hashtabelle gesucht.

Annahme: n < m, d.h. < 1!

Eine Sondierungsfolge ist gegeben durch eine Abbildung

t(z,1): U x{0,...,m—1} = {0,...,m — 1}, wobei
t(z, 1) die Position des i-ten Versuchs zum Einfiigen von z beschreibt.

Anforderungen an die Abbildung t(z, )

e berechenbar in O(1),

e t(z,0) = h(z),

e (t(z,0),...,t(z,m —1)) ist eine Permutation von (0,1,...,m —1)
(Permutationsbedingung)

10.07.2019 | Linda Kleist | Seite 4
Algorithmen und Datenstrukturen II




Offene Adressierung (OA)

Operationen

e search(z): Suche z an den Positionen ¢(z,0),...,¢(z, m — 1). Brich ab,
falls z oder eine freie Stelle gefunden ist.

e insert(z): Nach erfolgloser Suche, finde freien Platz und flige = dort ein.

Bemerkungen:

e delete(z) kann nicht einfach ausgefiihrt werden, da entstehende Liicken
bei einer search-Operation zu Fehlern fiihren wiirden.

o Moglichkeit: Markierung mit ‘besetzt’, ‘noch nie besetzt’, ‘wieder frei’

o Problem: Mit der Zeit gibt es keine noch nie besetzten Positionen
mehr — Hashing wird ineffizient

Wir betrachten OA nur mit den Operationen search und insert!
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Offene Adressierung

Varianten

e Lineares Sondieren

e Quadratisches Sondieren
e Doppeltes Hashing

Hilfsmittel zur Analyse: Uniformes Hashing

Technische
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OA I: Lineares Sondieren

t(z,1) = (h(z) + ¢) mod m
e Permutationsbedingung immer erfiillt

Beispiel

Fir m = 19 und h(z) = 7, erhalten wir die Sondierungsfolge:
7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

e Bildung von zusammenhéingenden belegten Abschnitten (priméres
Clustering) = erhohte Suchzeiten
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OA I: Lineares Sondieren

t(z,1) = (h(z) + ¢) mod m

e Permutationsbedingung immer erfiillt
e Bildung von zusammenhéingenden belegten Abschnitten (priméres
Clustering) = erhohte Suchzeiten

Beispiel

Hashtabelle mit m = 19, wobei Positionen 2, 5, 6, 9, 10, 11, 12, 17 belegt
Pos ¢ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

h(z):z 0 1 3 3 4 7 7T 7 8 13 13 13 13 13 14 15 16 18 18
landet bei:

Belegungs- 0

Wkeit:

1
g 0 0 0 0 0 O 0

=
=
o
Gl
o=
Glen
o=

=

G-
=

e Bei belegtem Abschnitt der Lange ¢ wird neues « mit zufélligem und
gleichverteiltem h(z) mit Wahrscheinlichkeit %1 in darauffolgender
Position abgelegt — weit weg von ideal
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OA II: Quadratisches Sondieren

Idee: additiver Term wachst quadratisch

t(z,1) = (h(a:) + i+ Cgiz) mod m mit c1, c» € R

Beispiel
Fir m =16, h(z) =0, c1 = ca = % ergibt sich die Sondierungsfolge:
0,1,3,6,10,15,5,12,4,13,7,2,14,11,9,8

e Wenn h(z;) = h(zz), dann haben z; und z; die selbe Sondierungsfolge
(sekundéres Clustering)
e Permutationsbedingung hangt von m, c1, c2 ab

Satz 16

Wenn m Zweierpotenz und ¢; = cg = %, dann erfiillt ¢(z, ) die
Permutationsbedingung.
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OA III: Doppeltes Hashing

Idee: Verkniipfe zwei Hashfunktionen hj(z) und hy(z) additiv.
h(z,%) := (h1(z) + 1 ho(z)) mod m
Achtung: Wenn hy(z) = 0 ist die Sondierungsfolge konstant.
Beispiel
m =19, ¢ = 23, hi(z) = £ mod m, hy(z) = z mod (m — 2) + 1 ergibt
h1(23) = 23 mod 19 = 4,

h2(23) =23 mod 17+ 1 = 7 und die Sondierungfolge:
4,11,18,6,13,1,8,15,3,10,17,5,12,0,7, 14,2, 9, 16.
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OA III: Doppeltes Hashing

Idee: Verkniipfe zwei Hashfunktionen hj(z) und hy(z) additiv.
h(z,%) := (h1(z) + 1 ho(z)) mod m

Achtung: Wenn hy(z) = 0 ist die Sondierungsfolge konstant.

Satz 17

h(z,1) := (h1(z) + ¢ ha(z)) mod m erfiillt die Permutationsbedingung
wenn fiir alle z € U gilt: hp(z) # 0 und ggT(m, hp(z)) = 1.

Bemerkung: ggT(m, ha(z)) = 1 ist (z.B.) erfiillt wenn m Primzahl, oder
m Zweierpotenz und hy(z) ungerade.

Beobachtungen: Wenn Permutationsbedingung erfiillt ist, dann ist

e (0,1-hy(z),...,(m—1)-ha(z)) eine Permutation von (0,...,m —1)
e und der Summand h;(z) verschiebt den Anfang zufallig.

— Doppeltes Hashing kommt dem idealen Hashing am néachsten.
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Offene Adressierung — Analyse

Uniform Hashing Annahme
Jedem Schliissel ¢ wird eine der m! Permutationen von (0,1,...,m — 1)
mit Wahrscheinlichkeit % als Sondierungssequenz zugewiesen.

Satz 18

Unter der Uniform Hashing Annahme gilt fiir jede Hashtabelle mit
Belegungsfaktor § = - < 1 gilt: Die durchschnittliche Anzahl der
Sondierungsversuche

- bei einer erfolglosen Suche ist hochstens ﬁ und

- bei einer erfolgreichen Suche ist hochstens % ln(ﬁ).

Beweis.
Tafel...

¢+ Technische
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Offene Adressierung — Analyse

Uniform Hashing Annahme
Jedem Schliissel ¢ wird eine der m! Permutationen von (0,1,...,m — 1)
mit Wahrscheinlichkeit % als Sondierungssequenz zugewiesen.

Satz 18

Unter der Uniform Hashing Annahme gilt fiir jede Hashtabelle mit
Belegungsfaktor § = - < 1 gilt: Die durchschnittliche Anzahl der
Sondierungsversuche

- bei einer erfolglosen Suche ist hochstens ﬁ und

- bei einer erfolgreichen Suche ist hochstens % ln(ﬁ).

Beispiel

gilt: ;=5 = 2 (erfolglos) und %ln(ﬁ) ~ 1,4 (erfolgreich).
= 2 gilt: ﬁ = 10 (erfolglos) und %ln(ﬁ) ~ 2,6 (erfolgreich).
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Zusammenfassung

verkette Listen offene Adressierung

e Idee: Uberlaufliste Idee: neuen Platz suchen
e Operationen: Operationen:

search, insert, delete search, insert
e n > m moglich n<m,dh <1

o Laufzeiten o Laufzeiten
- im average case: ©(1) - im average case: O(1)
erfolglose Suche: 1 4 3 erfolglose Suche: ﬁ
erfolgreiche Suche: 1 + % erfolgreiche Suche: %ln(ﬁ)
- im worst case: O(n) - im worst case: ®(n)
o> CsCo
~a
>
B>
(> CB»C5
>
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Universelles Hashing

e worst case: fiir jede Schliisselmenge gibt es eine schlechte Hashfunktion
e Idee: wahle Hashfunktion zufallig

Eine Familie von Hashfunktionen {h | h: U — {0,..., m — 1}} heift

universell wenn fiir alle z1, 23 € U mit 1 # o gilt:

Problh(z1) = ()] < %

Beispiel fiir universelle Familie

Sei p > m Primzahl
H :={hgp(z) = ((az + b) mod p) mod m | a,b € {0,...p —1},a # 0}

e Die erwartete Anzahl an Kollisions-Paaren ist hochtens %
e Wenn m = n? gibt es zu > 50% keine Kollision.

¢+ Technische
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