ON‘JILQ

MY O

3 TE(EhI"IISFl’le Institut fiir Betriebssysteme
Universitat und Rechnerverbund
Braunschweig

Netzwerkalgorithmen

Ubung 3: Zirkulationen, Matrix-Rounding und Gomory-Hu
Christian Rieck, 17. Juni 2021




Zirkulationen mit Angebot und Nachfrage

Angebot/Nachfrage

Kapazitaten

Fluss
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Gegeben:
Digraph G=(V,E),
Kantenkapazitaten u(e),
Angebot/Nachfrage d(v)

Gesucht:
Zirkulation die

0 < f(e) < u(e) und
Y flo- Y fle)=dw erfil

ecd™(v) ecdt(v)
Notwendig:

Y dwy=- ) dv)=:D
v:d(v)>0 v:d(v)<0
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Zirkulationen mit Angebot und Nachfrage
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Zirkulationen mit Angebot und Nachfrage

Modellierung: Das Problem kann als Instanz vom MaxFlow-Problem
modelliert werden. Erstelle ein Netzwerk G' wie folgt:

» Quelle s und Senke t hinzufigen
> fUr alle Knoten v mit d(v) > O fuge eine Kante (v,t) mit Kapazitat d(v) hinzu
> fUr alle Knoten v mit d(v) < O fuge eine Kante (s,v) mit Kapazitat -d(v) hinzu

Theorem: Es gibt genau dann eine Zirkulation in G, wenn es in G’ einen
maximalen Fluss zwischen s und t mit Wert D gilot.
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Flusse mit unteren Schranken

Situation: Es gibt Kanten, die mindestens einen bestimmten Fluss besitzen mussen.

- Kapazitaten u(e) auf Kanten geben obere
Schranken an den Fluss

- untere Schranke flr eine Kante ist £(e)

- die Ungleichung Z(e) < f(e) < u(e) muss
erfullt sein

- initialer Fluss fy(e) = ¢(e)

- ﬁ) erfullt Kapazitatsbedingungen, aber nicht
unbedingt die Demandbedingungen

- Demandbedingungen mit Anteil
L(v) = f57(v) = fo (v) erfllt
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Flusse mit unteren Schranken

L(v) = f () = fy () D fley— ), fle)=d) - L(v)
ecd™(v) ecdt(v)

0 < fle) <ule) —7(e)

L6se MaxFlow in neuem Netzwerk, addiere £(e) zu f'(e) fur Losung von Original!

1 1
3 3
4 4
10 10
2 2
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Flusse mit unteren Schranken

1 1
3 3
4 4
10 10
2 2

Theorem: Es existiert eine gultige Zirkulation in G (mit unteren

Schranken) genau dann wenn eine gultige Zirkulation in G' (ohne
untere Schranken) existiert.

|dee: Beobachtung zu den Kapazitats- und Demandbedingungen.
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Matrix-Rounding

3,10 6,80 7,30 17,20 3 7/ 7/ 17
9,60 2,40 0,70 12,70 10 2 1 13
3,60 1,20 6,50 11,30 3 1 7 11
16,30 10,40 14,50 16 10 15
Gegeben: n X mMatrix M = {m; ;} mit m; ; € R

Gesucht:n X mMatrix M' = {m; ;} mit m;; € N, m; ; = |m, ;],

— / - /
Z Mij = Z m;j - und Z mij = Z m; j
i i j j
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Matrix-Rounding

0,35

0,35

0,35

1,05

0,55

0,55

0,55

1,65
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0,9

0,9

o‘wuﬁ@
‘32 Technische

> 3l f Universitat Netzwerkalgorithmen—Ubung 3: Zirkulationen, Matrix-Rounding und Gomory-Hu
e Braunschweig  EEp N TonY




Matrix-Rounding

Modellierung: Zirkulation mit Angebot und Nachfrage und unteren Schranken!

Summe erste Zeile

Summe erste Spalte

3,10 6,80 7,30 17,20
9,60 2,40 0,70 12,70 t
3,60 1,20 6,50 11,30
16,30 | 10,40 | 14,50
demand d(v) =0
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Matrix-Rounding

3,10 6,80 7,30 17,20 3 7 7 17
9,60 2,40 0,70 12,70 10 2 1 13
3,60 1,20 6,50 11,30 3 1 7 1
16,30 | 10,40 | 14,50 16 10 15

Theorem: FUr jede Matrix existiert eine gultige Rundung.

|dee: Argumentation Uber Ganzzahligkeit von Losungen
und Konstruktion des Netzwerks.
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Gomory-Hu Baume

V2 4 V3

» maximale FlUsse zwischen allen
Paaren von Knoten

- global minimaler Schnitt

- trivial: n* Flussberechnungen

- notwendig: n-1 Flussberechnungen

Definition: Zwei Graphen heil3en

,flussaquivalent”, wenn fUr alle Paare v V2 o 5 V3

von Knoten die minimalen Schnitte in 18 17 13 15

beiden Graphen gleich sind. 14

Theorem: Fur jeden Graphen G gibt es V4

einen flussaquivalenten Graphen G', so Paper: Multi-Terminal Network Flows

dass G' ein Baum ist. (Gomory and Hu, 1961)
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