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Bipartite Graphen
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Satz 5.7 (Konig-Egervary)

Sei G ein bipartiter Graph. Die Grofde eines
minimalen Vertex Covers in G entspricht der
Grofdes eines maximalen Matchings in G.

Satz 5.13 (Satz von Hall)

Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mitV = V; U V,.
Dann hat G genau dann ein V; tiberdeckendes
Matching, wenn |N(X)| = |X| fur alle X € V; gilt.
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Allgemeine Graphen

Satz 5.18 (Satz von Tutte)
Sei G = (V, E) ein Graph.
G enthdlt genau dann ein perfektes Matching,
: wenn oc(G \ A) < |A| fir alle A C V gilt.

1. Function BLossoM(G)
2. SetzeM' =M =@undG' =G
3. for r € V mitr ungematcht do
4. Setze T := ({r},®), W(T) := {r} und S(T) = @
5. While (es ex. Kante {v,w} € E' mitv € W(T) undw & S(T))
6. If w ist ungematcht then
7. Benutze {v,w}, um M’ zu augmentieren.
v v 8. Erweitere M’ zu einem Matching M von G
9. Ersetze M’ durch M und G’ durch G.
10. Gehe zu Zeile 3.
11. elseif w & V(T), aber w istin M’ gematcht then
Us 12. Benutze {v,w}, um T zu erweitern.
13. elseif w € W(T) then
o 14. Benutze {v, w} zum Schrumpfen einer Bliite.
U1 Vo T Uy 15. Aktualisiere M', G’ und T entsprechend.
Basis 16. Return M
1Ly
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Brieftragerproblem
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5.3 Gewichtete Matchings

Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics and Optimization

Combinatorial
Optimization

William J. Cook

William H. Cunningham
William R. Pulleyblank
Alexander Schrijver
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Gewichtete Matchings

Problem 5.24: Minimum Cost Perfect Matchings
Gegeben:

Graph G = (V, E) und Kantenkosten c: E —» R*
Gesucht:

Perfektes Matching M € E mit )¢, c(e) minimal.

Wichtig:
* Annahme G enthalt ein perfektes Matching
* = Flr jeden Knoten existiert ein augmentierender Pfad
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Zwei lineare Programme

min Z xec(e)

eEeE
S. t.
X, =1, VveV
eeE({vLV\{v})
z X, =1, VB € odd(V)
e€E(B,V\B)

/v Jeder Knoten muss gematcht sein.

Aus ungeraden Mengen muss eine

Kante herausfiihren.

(X, € ?O,IF,} Ve e E

1Ly,

Lasst sich nicht einfach 16sen!
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Zwei lineare Programme

,Relaxierung”
— —
minzxec(e) minzxec(e)
eEeE eEeE
Ss. t. S. t.
X, =1, VveV X, =1, VveV
ecE({(v},V\{v}) eeE({v},V\{v})
z Xe =1, VB € odd(V) z x,>1, VB Eodd(V)
e€E(B,V\B) e€E(B,V\B)
x, € {0,1}, Ve € E X, =0, Ve € E

g,

L
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Man kann zeigen: Die Losung zum rechten LP ist immer ganzzahlig!

3 HASE Universitit Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 12 | Seite 9
!,3}5 745 Braunschweig
Nscd




Zwei lineare Programme

Optimale Losungswerte stimmen tiberein!

minzxec(e) maXZYv + Z YB
e€eE VEV Beodd(V)
S. t. S.t.
Xe =1, VvevV Yy + Y + z yg < c(e), Ve € E
e€E({v},V\{v}) e€E(B,V\B)
Beodd(V)
z X, =1, VB € odd(V) yg =0, VB € odd(V)
e€E(B,V\B)
Xe =0, Ve e E
Primal Dual
l Was ist das fiir ein Problem?
{:% %} IB’EEE%LE Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 12 | Seite 10




Zwei lineare Programme

Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics and Optimization

Lass Kreise um Knoten
moglichst grofd wachsen,
sodass sie sich nicht schneiden.

1Ly,

maxZ)’v + Z YB

vEV Beodd(V)
S. t.
Yo+ Yw + z YB < c(e), Ve € E
e€E(B,V\B)
Beodd(V)

yg =0, VB e odd(V)

Dual
Was ist das fiir ein Problem?

Oﬂ -
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Dualitat

Satz 5.25
Sei G ein Graph und e = {v,w} € E. Dann gilt:

Xe=1= y,+y,+ Z yg = c(e)
e€E(B,V\B)
Beodd(V)

Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics and Optimization

Kante kann nur eine Matchingkante sein, wenn sie
durch Kreise tiberdeckt ist.

1Ly
G
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Reduzierte Kosten

Definition 5.26 (Reduzierte Kosten)

Sei G = (V, E) ein Graph.

(1) Eine Kante e = {v,w} € E besitzt reduzierte Kosten c(e) = c(e) — ¥, — Y — XecrBv\B) VB
Beodd(V)

(2) Eine Kante e € E heifst iiberdeckt, wenn ¢(e) = 0.

3 e o 4 4 @ ®o 4

Reduzierte Kosten: 1 Kante tiberdeckt

WLy,
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5.3.1 Die ungarische Methode fiir bipartite Graphen
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Finden von augmentierenden Pfaden

Konstruiere alternierenden Baum
2 o uber Uiberdeckte Kanten.
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Aktualisieren der Dual-Werte

2 ' 0 Suche kleinste reduzierte Kosten
von Kanten, die herausfiihren.

=1

Erhohe/Verringere Werte von
Knoten um 1.

Aber wie?
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Nachste Iteration
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Nachste Iteration
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Ungarische Methode

Algorithmus 5.27
Eingabe:

Bipartiter Graph G = (V =V, U V,, E), Kantenkosten c: E - R*
Ausgabe:

Min Cost Perfect Matching M

Function UNGARISCHEMETHODE(G, ¢)
Setze y, := min c({v,w}) firalle v € V;.
{v,w}€E

1.
2
3. Finde maximales Matching M auf tiberdeckten Kanten.

4. forr € V; mitr ungematcht do

5. Konstruiere alternierenden Baum T mit r als Start.

6 while T enthalt keinen augmentierenden Pfad do

7 Seie € E (W(T), V\ W(T)) eine Kante mit ¢(e) minimal.
8 Setze y, =y, + c(e) firalle v € W(T).

9. Setze y,, =y, — C(e) firallew € V(T) \ W(T).
10. Erweitere T
11. Augmentiere M

12. return M

1Lz
e
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Analyse

Satz 5.28
Algorithmus 5.27 16st Problem 5.24 (MinCost Perfect Matchings) flr bipartite Graphen optimal

in Zeit 0(n3)

Was tun bei Graphen mit ungeraden Kreisen?

U1 (%) U3 Uy
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5.3.2 Primal-dualer Algorithmus fiir allgemeine Graphen
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Ungerade Kreise

Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics and Optimization

1Ly
FUANTS A

maxZ)’v + Z VB

VEV Beodd(V)
S.t.

Yo + Yw (e),

e€E(B,V\B)
Beodd(V)

Ve € E

VB € odd(V)
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Schrumpfen einer Bliite
2 2

Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics and Optimization

Kanten teilweise tiber Knoten im Kreis tiberdeckt.
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Die Probleme

Problem 1:
Erhohen von Dualwerten von weifden Knoten kann
Kanten zwischen weifden Knoten tiberdecken.

; c(e .
= maximal um % erhohen. o .

(% (%) Vg (o

Problem 2:

Nach Augmentieren: Eine Bliite B kann nur aufgelost werden,
wenn yg = 0.

= B kann spater als schwarzer Knoten existieren.

= Schwarze Knoten diirfen um maximal yp verringert werden.

yg = 0, VB € odd(V)

¥



Updateregeln

Betrachte:

1 &= min{E(e) |e € E(W(T), '\ W(T))}

2. &= %min{c_(e) |e = {v,w}mitv,w € W(T)}
3. & = min{yg | Blite B € S(T)}

Sei € == min(gq, &;, &3)
Erhohe Knoten aus W (T) um ¢ und verringere Knoten aus
S(T) um &.

Auch hier:

Nach Aktualisieren sind bereits tiberdeckte Kanten immer
noch tiberdeckt und reduzierte Kosten sind nicht-negativ.

1Ly
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o

S at Technische - -
34 %E Universitit Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 12 | Seite 25

!,:3}; 745 Braunschweig

Ongen’



Primal-Dual Methode

Algorithmus 5.29
Eingabe:

Graph G = (V,E), Kantenkosten c: E —» R*
Ausgabe:

Min Cost Perfect Matching M

Function PRIMALDUAL(G, ¢)
Setze G' =GundM' =M =@
for r € V mit r ungematcht do

Konstruiere alternierenden Baum T mit r als Start.

Bestimme ¢ = min(gq, &, €3)
Setze y, = y,, + ¢ fiir alle v € W(T).
: Setze y,, = y,, — € furallew € S(T).
9. Erweitere T (solange moglich)
10. Augmentiere M’
11. Konstruiere Matching M fiir G aus M’ in G'.
12. return M

1.
2
3
4,
5. while T enthalt keinen augmentierenden Pfad do
6
7
8

Satz 5.30
Algorithmus 5.29 16st Problem 5.24 (MinCost
Perfect Matchings) optimal in Zeit O (mn?)

Erweitere T
Case 3 Bliite B € S(T') mit yg = 0:
Lose Bliite auf.
Passe G', M’ und T entsprechend an.
Case Bliite B gefunden:
Schrumpfe B.
Passe G’, M’ und T entsprechend an.
Case Sonst:
Erweitere T" {iber iiberdeckte Kanten.
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Quiz!

i Mentimeter

1Ly,

g‘%ﬁ "a% Technische - - -
3 %{E Universitit Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 12 | Seite 27
w5 {‘.;5’ Braunschweig

P
L/
Onsce




Nachste Woche

Letzte Vorlesung!

Braunschweig
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= Zusammenfassung ﬁ %g [ Kontrastmodus aktivieren
- Q&A

1 Persanliche Angaben

- Kl au S ur 1.1 In welchem Fachsemester studieren Sie?

Q1.2 O 3.J4. O 5./6. O 7.8. O 9./10. O =10

1.2 Welchen Abschluss streben Sie derzeit an? Bitte wahlen... ~

1.3  Inwelchem Studiengang studieren Sig?

O Informatik (O Nebenfach Informatik
O Medienwissenschaften O Wirtschaftsinformatik
O Mobilitat und Verkehr Q IsT

O CSE (O Elektrotechnik

O Wi.-Ing./Elektrotechnik () sonstiges

2 Wie haufig waren Sie in der ...7
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