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Minimale Spannbaume
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Baume- VL1

Satz 2.5

Fiir einen Graphen T = (V, E) sind folgende Aussagen dquivalent:

T ist ein Baum (zshgd. + kreisfrei).

T besitzt n — 1 Kanten und ist zshgd.

T besitzt n — 1 Kanten und ist kreisfrei.

T ist maximal kreisfrei.

T ist minimal zusammenhdngend.

T enthalt einen eindeutigen Pfad zwischen jedem Paar von Knoten.
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MST Kruskal - VL 2

Problem 2.1: Minimal aufspannender Baum (kurz: MST) Satz 2.6 (Formel von Cay]ey)

Gegeben: i Gl E = ) Sei G ein vollstindiger Graph mit n Knoten.
Zshgd. Graph G = (V, : I .
Kostenfunktion c: E — R Dann gl?t es n''~“ viele verschiedene

Gesucht: Spannbdume von G.

Kantenmenge F € E mit )}, < c(e) minimal und
T = (V, F) zusammenhangend.

— {?.?a.él.mr\mmﬂ . Heben ok Sschen o) Elavenle
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! Kruskals Algorithmus Disjoint Set
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MST Prim - VL 2/3

Satz 2.9 / 2.15

Sei G = (V,E) ein Graph, c: E - R" eine Kostenfunktion und T = (V, F) ein aufspannender
Baum von (. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(a) Tistein MST

(b) Fiir jede Kante f = {v,w} € E \ F gilt: Fiir jede Kante e auf dem vw-Pfad in T ist c(e) < c(f)
(c) Firalle Mengen @ + XGVist die Kleinste Kante aus E(X,V \ X) in T enthalten.

Minimum B

1. Starte bei einem Knoten
2. Fiige kleinste herausfiihrende
Kante hinzu.

v Prims Algorithmus Fibonacci Heaps
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Matroide - VL 3

Definition 2.19 Beispiel 2:
Ein Mengensystem (E,7) mitJ € 2£ ist ein Gegeben sei ein Graph G = (V, E,) uns sei
Unabhdngigkeitssystem, wenn J, == {F € E, | F enthalt keinen Kreis}.
(1) oed
2) Ief,l'cI=1'€] Behauptung:

(E,, J,) ist ein Matroid.

Elemente aus J heifden unabhdngig.
Maximal unabhangige Mengen heifden Basen.

Ein Unabhangigkeitssystem heifdst Matroid,
wenn gilt:

(3) Wenn I;,1, € Jund |I;| < |I;|, dann
existiert x € I, \ I, sodass I; U {x} € J
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Varianten - Steinerbaume - Geometrisch

Terminals
(miissen verbunden werden)

Steinerknoten
(diirfen beliebig viele, beliebig
platziert und verbunden werden)
!
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Varianten - Steinerbaume - Graphen
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Varianten - Bottleneck MST
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Kurzeste Wege
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Kurzeste Wege

Problem 3.1: Kiirzester Weg Problem (Shortest Path, SP)

1Ly
G

Gegeben:
Digraph D = (V, A)
Kostenfunktionc: 4 - R
Knotens,t €V
Gesucht:
Ein kostenminimaler st-Weg
Beliebige Gewichte:
Schwer Es konnen negative gerichtete Kreise auftreten.
Konservative Gewichte:
Jeder gerichtete Kreis besitzt nicht-negative Gesamtkosten.
Nicht-Negative Kosten:
Jede Kante besitzt ein Gewicht von mindestens Null.
Einfach

Konstante (positive) Kosten:
Entspricht der ungewichteten Variante.
%+ Technische

(siehe AuD)
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Kiirzeste Wege - Eigenschaften

Betrachte nur Pfade. Teilpfade kiirzester Pfade

(Gilt das auch fiir den zweitkiirzesten Weg?) sind kiirzeste Pfade
(Gilt das auch fiir langste Pfade?)
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Dijkstras Algorithmus

e I S S S S A

N ) 0 ) D ) e
0 — 00 — 00 — 00 — 0 — 0)

2 (2 7 12 121
6 v, 10 v, V1, Uy
9 V3 11 V3 V1, V3, V3
10 Uy V1, Vp, V3, Uy

V1, VU3, V3, Uy, Usg

HERNEE

Satz 3.8
Dijkstra‘s Algorithmus l6st Problem 3.4 (Kiirzeste Wege) korrekt fiir
nicht-negative Kantenkosten in O(nlogn + m) Zeit.
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Konservative Kantenkosten

Fir alle v, € V \ R ist: Fir alle v, € V ist:
£ < min (fi + c((i,k))) f = min (fl- + (i, k)))
Dijkstra Moore-Bellman-Ford
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Algorithmus von MBF

e I O S S R

R ) ) )
0 = 0 — o = o — 0 _

2 (2 6 v, 9 V3 11 Uy

10 Uy

(%3 5

00
HERNEE

Satz 3.10
Der Algorithmus von Moore, Bellman und Ford 16st Problem 3.4
(Kiirzeste Wege) korrekt fiir konservative Kantenkosten in O (nm) Zeit.

Ly

=% Technische
:S(E Universitit Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 13 | Seite 16
e Braunschweig

cwt

»!

e
0l
£

&
<
Y i3c
%
K
o,
L)



APSP - Floyd-Warshall

(i, ), k) = ¢ ((vi’vj))’ falls k = 0
min(£(i,j,k = 1), ), falls k > 0

»

» Algorithmus von Floyd-Warshall

Satz 3.15
Der Algorithmus von Floyd-Warshall 16st Problem 3.13 (APSP) korrekt in Zeit 0 (n3).

Lemma 3.16

Ein Digraph D = (V, A) mit Kostenfunktion c: A — R enthalt genau dann einen
negativen Kreis, wenn fir (mind.) einen Knoten v; € V nach Ausfiihrung des
Algorithmus von Floyd-Warshall #;(i) < 0 gilt.
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APSP - Johnsons Algorithmus
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Algorithmen

Algorithmus

Dijkstra Rs, SSSP O(m + nlogn) Greedy, Dy.n.
Programming
iloere, Biellimien, Konservativ SSSP O(mn) Dyn. .
Ford Programming
: 3 Dyn.
Floyd-Warshall Konservativ APSP 0(n>) .
Programming
Reweighting,
Johnson Konservativ APSP O(mn +n?logn) Dyn.
Programming
3 %‘gé L:Iv‘:::ft:: Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 13 | Seite 19

S Tge |7

i%‘ ]
WREAS
wscw

Braunschweig



Weitere Probleme (Gr. Ubung)

Der langste Pfad ist schwer! Wurmldcher! Abbiegungen kosten viel Zeit

(C .
“ ®
Ca

L ]
Cy

(X VXL VR)AXG V3V AX VIV X)

Starke ZHK
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Maximale Fliisse
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Netzwerke

Kapazitat —
(5,6)

/ wl’ 1)
Flusswert
S
(4,4

(1,1)

(2,2)

Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 13 | Seite 22




Min-Cut = Max-Flow

Satz 4.7 (Min-Cut = Max-Flow)
Sei N = (D, u, s, t) ein Netzwerk. Der Wert eines maximalen st-Fluss f entspricht dem
Kapazitatswert eines minimalen Schnittes.
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Worst-Case-Beispiele

Ggf MaxFlow viele Iterationen Unter reellen Kapazitaten terminiert
Ford-Fulkerson nicht immer.
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Flow Decomposition Theorem

Satz 4.12

Sei N = (D,u,s, t) ein Netzwerk und f ein st-Fluss in N.
Dann gibt es eine Menge

P von st-Pfaden

* (Cvon Kreisen

sodass folgendes gilt:
a) f(e)= Zpe?uc w(p)
eep

b) Wert(f) = Xpep w(p)
c |Pl+]c| < IE]
Dabei ist w(p) der Flusswert des Pfades bzw. Kreises.

Korollar 4.14

Fir ein Netzwerk N = (D, u, s, t) mit u: A - Q maximalem Flusswert f* benotigt der Algorithmus
von Ford-Fulkerson maximal mlog f* Iterationen, wenn immer ein Pfad mit maximaler
Verbesserung gewahlt wird.
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Kiirzeste augmentierende Pfade

Also Idee 2:
Kurze Wege

Lemma 4.17
Fiir ein Netzwerk N = (D, u, s, t) mit u: A - R* terminiert der Algorithmus von Edmonds-Karp

. mn .
nach maximal — [terationen.

Satz 4.18
Der Algorithmus von Edmonds-Karp 1ést Problem 4.2 (MaxFlow) in Zeit 0(nm?).
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Global MinCut

Problem 4.19: Globaler Minimaler Schnitt (Global MinCut)
Gegeben:

Ungerichteter Graph ¢ = (V, E) und Kostenfunktion c: E - R*
Gesucht:

Nicht-leere Menge X & V mit Y. cg(x,v\x) €(e) minimal.
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Stoer-Wagner

{vs, vs}

(] U

(%)

Satz 4.22
Der Algorithmus von Stoer-Wagner 16st Problem 4.19
korrekt in O(nm + n? logn) Zeit.
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Weitere Probleme (gr. Ubung)

V2 4 V3
2 5
10 5
4
-6 Vi 3 2 V4
Fliisse mit unteren Schranken
Angebot/Nachfrage 8 7
Kapazitaten
Fluss v6 3 Y5
1
8 ’ ;
18
3

Gomory-Hu Baume
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Maximale Matchings
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Matchings

Perfektes Matching Inklusionsmaximales Matching
(Auch kardinalitaitsmaximal?)
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Matchings - Bipartite Graphen

Personen Aufgaben
Putzen
Arne
(0,1) Christian g 1,1)
L) e (0,1)
Marlin s 2 Kochen
(1; 1) .............. (111)
Tobias Einkaufen

Technische
£ Universitit

¥ Braunschweig

Reduktion auf ein Flussproblem.
— Suche augmentierende Pfade
— Algorithmus fir bipartite Graphen
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Beispiel

1%
U1 I 2] 9
¢ Vs V10
V3 V3
Uy 43 Uy V11
V13 V11
” V12
1%
Vg
Vg v
® 8 o—
V14
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Matching - Bipartite Graphen

Satz 5.9
Algorithmus 5.8 lost Problem 5.2 (Max vy Vo
Matching) Korrekt in Zeit O (mn). ”
V1o
U3
Uy V11
Suche mehrere Pfade gleichzeitig! ,
i V12
Satz 5.11 Ve
Algorithmus von Hopcroft-Karp 16st s
Problem 5.2 (Max Matching) korrekt V7 e—
in Zeit 0 (m+/n). Vg ,
14

WLy
¥,
XY

=
oA
w5
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Matchings - Eigenschaften in bip. Graphen

Satz 5.7 (Konig-Egervary)
Sei G ein bipartiter Graph. Die Grofde eines minimalen Vertex Covers in G entspricht der
Grofies eines maximalen Matchings in G.

Satz 5.13
Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit V = V; U V,. Dann hat G genau dann ein
liberdeckendes Matching, wenn |[N(X)| = |X| fiir alle X € V] gilt.

Korollar 5.14
Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph mit V = V; U V,. Dann hat G genau dann ein perfektes
Matching, wenn |V;| = |V,| und |N(X)| = |X]| fir alle X € V; gilt.

MLy,
T
Shat |12
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Matchings - Allgemeine Graphen

Ug Ut vg Ve Ug
[
Vs Us
L ® o L
(o] U2 Vs Uy U1 U2 U3 Uy
Nicht augmentierend!

U (V)

Schrumpfe Bliiten:

v; | Lemma 5.23
Der Algorithmus von Edmonds (Blossom-

Stiel

© Algorithmus) 16st Problem 5.2 korrekt in Zeit O (mn?).
U1 U2 3 Uy
Basis
g‘%‘l&% Technische - - -
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Matchings - Eigenschaften in allg. Graphen

Satz 5.18

Sei G = (V, E) ein Graph. G enthalt genau dann
ein perfektes Matching, wenn oc(G \ A) < |A|
fur alle A € V gilt.

Satz 5.19
Sei G = (V,E) ein Graph Dann ist

vailaX | [M| = min> (IVI—(OC(G\A)—IAI))
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(Chinesisches) Brieftragerproblem

N

Kanten im Graphen diirfen auch gewichtet sein (s. gr. Ubung).
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Gewichtete Matchings

3 e ®o 4

Reduzierte Kosten: 1

Combinatorial 8
Al 4 4
Optimization ¢ *

Kante tiberdeckt

William J. Cook

William H. Cunningham
William R. Pulleyblank
Alexander Schrijver

eeEM=>c(e)=0
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Gewichtete Matchings - Ungarische Methode

5 2 ° ()

e

Satz 5.28
Algorithmus 5.27 16st Problem 5.24 (MinCost Perfect Matchings) fiir bipartite Graphen optimal in Zeit 0(n3)
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Gewichtete Matchings - Allgemeine Graphen

Updateregeln:

1. & :=min{c(e) |e € E(W(T),V\W(T))}

2. &= %min{c‘(e) |e = {v,w}mitv,w € W(T)}
3. &3 := min{yp | Bliite B € S(T)}

1Ly
G

S|t Technische - - -
&% %E Universitit Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 13 | Seite 42
e

k] .
k-
n% Braunschweig

s



Gewichtete Matchings - Primal-Dual Algorithmus

Algorithmus 5.29 Satz 5.30
Eingabe: Al . - .
5 _ gorithmus 5.29 16st Problem 5.24 (MinCost

Graph G = (V, ), Kantenkosten c: £ > R* Perfect Matchings) optimal in Zeit O (mn?)
Ausgabe: g p

Min Cost Perfect Matching M
1. Function PRIMALDUAL(G, ¢)
2. SetzeG':'=GundM' =M =0
3. forr € V mitr ungematcht do Erweitere T
4, Konstruiere alternierenden Baum T mit r als Start. Case J Blu te B € S(T) mit — 0
5. while T enthilt keinen augmentierenden Pfad do Lise Dlitte auf S
6. Bestlmm.e €= mlr.l.(gl' £2,€3) Passe G', M’ und T entsprechend an.
7. Setze y,, =y, + ¢ fiir alle v € W(T). Case Blitte B cofunden:
8. Setze y,, = y,, — € furallew € S(T). Schy ; Bg '

; . chrumpfe B.

7 Erweitere T (solange mdglich) Passe GI? M’ und T entsprechend an
10. Augmentiere M’ > : P ‘
11. Konstruiere Matching M fiir G aus M’ in G'. Case 59nst: ) )
12. return M Erweitere T" {iber iberdeckte Kanten.
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Gewichtete Matchings - weitere Anwendung

— Yeiddn Tawdig Slorn Bl | Algoothmsy vow d»r‘l&%{i'&% (\a36)
Goay: Vo\\mﬁu Goph vk Vouddew gosidken ¢+ €5 10" A
codass {J.r oo TN a L.k S?U'-' 3
c($2) € () + <(fa). 3,

and vugeadin Veolen o T A etk (W)
Y Retbirre Tlblowilin G- (W), TM v EGL)
wit  Gewick | ¢ (®)

Ges: Ha,hil¥onk?eza wiY | vk mcdlom G‘rebmlrgyeicu(.

S, Da Algeotlonns veu nadloidss vt e 5. Zebne TR Jowr A budl Aldien G R
3/1.. q(qrqc;\rﬂnéﬁeu ,_@:( “*dr'fis&&‘b 9. \-:v\’ 5«@1::1‘\:1‘ (@) £ CJLQ)
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Varianten (gr. Ubung)

Stabile Matchings 3D-Matching

Charlie Sally 3
Schroeder Peppermint
Franklin Lucy
Linus Marcie
Linus Sally
Schroeder Peppermint
Charlie Lucy
Franklin - Marcie
~
Charlie Peppermint
Linus 3 Salfy
Schroeder Marcie
Franklin Lucy
Charlie Lucy "
Linus Sally e 1 :
Marcie Schroeder Peppermint . 5 Linus
Franklin Marcie ol
Hier: nicht stabil. NP-schwer!
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