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Wiederholung

Problem 2.1: Minimal aufspannender Baum (kurz: MST)
Gegeben:

Zshgd. Graph ¢ = (V,E)

Kostenfunktionc: £ - R
Gesucht:

Kantenmenge F C E mit ), < c(e) minimal und Beobachtung:
T = (V, F) zusammenhangend. Jede optimale Losung ist kreisfrei.

Satz 2.5
Fiir einen Graphen T = (V, E) sind folgende Aussagen dquivalent:
T ist ein Baum (zshgd. + kreisfrei).
T besitzt n — 1 Kanten und ist zshgd.
T besitzt n — 1 Kanten und ist kreisfrei.
T ist minimal zshgd (d.h. das Loschen einer bel. Kante erzeugt einen nicht-zshgd. Graphen).
T enthdlt einen eindeutigen Pfad zwischen jedem Paar von Knoten.
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2.2 Berechnung minimaler Spannbaume
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Voriiberlegungen

* Enumeration aller Spannbaume?

Satz 2.6 (Formel von Cayley)
Sei G ein vollstandiger Graph mit n Knoten. Dann
gibt es n" 2 viele verschiedene Spannbdume von G.

* Iterativ Kanten hinzuftigen?
* Kleinste Kante zuerst?
* Dann die zweitkleinste Kante?
* Was passiert, wenn Kreise entstehen?
* Reicht es die teuerste Kante zu loschen?
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Ein Beispiel
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2.2.1 Algorithmus von Kruskal
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Algorithmus von Kruskal

Algorithmus 2.7
Eingabe:
Zshgd. Graph G = (V,E),
Kostenfunktion c: E » R*
Ausgabe: : 2
Spannbaum T = (V, F) minimalen Gesamtgewichts Sortieren von m € 0(n”) Kanten
1. Function KRUSKAL(G, ¢) /
2. Sortiere Kanten aufsteigend nach Gewicht, ]_ 0(m1 7]
sodass c(e;) < c(ey) < - < c(ep) (mlogn)
3. F=0
4, Fori = 1tomdo - O(m-n)
5. if (V,F U {e;}) kreisfrei then O(m-n)
6. Fi=FU{e} N
7. Return T := (V, F) m Iterationen

Ein Graphenscan pro Iteration
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Algorithmus von Kruskal

Satz 2.8
Kruskal‘s Algorithmus 16st Problem 2.1 (MST) korrekt in O (mn) Zeit.

Satz 2.9

Sei G = (V,E) ein Graph, c: E > R* eine Kostenfunktion und T = (V, F) ein aufspannender
Baum von G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(a) T ist ein MST

(b) Fur jede Kante f = {v,w} € E \ F gilt: Fiir jede Kante e auf dem vw-Pfad in T ist c(e) < c(f)
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Algorithmus von Kruskal

Satz 2.8
Kruskal‘s Algorithmus 16st Problem 2.1 (MST) korrekt in O (mn) Zeit.

Beweis:
Laufzeit bereits gesehen.

Geht das
schneller?

Korrektheit: Der vom Algorithmus
konstruierte Baum T erfiillt Eigenschaft (b)
aus Satz 2.9. T ist also ein MST.
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Algorithmus von Kruskal

Lemma 2.10
Kruskal‘s Algorithmus lasst sich so implementieren, dass sich eine Laufzeit von 0 (m logn) ergibt.

Fu {{v, W}} kreisfrei © v und w liegen in verschiedenen ZHKs

Datenstruktur zum Erkennen von gleichen ZHKs notig!
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Union-Find-Datenstruktur

Idee:
* Jede ZHK wird durch einen Knoten reprasentiert.
* Jeder Knoten in der ZHK zeigt (indirekt) auf den Reprasentanten.

Was passiert bei
dem Verschmelzen
zweier ZHKs?

Wie teste ich
auf gemeinsame
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Union-Find-Datenstruktur

Definition 2.11 (Arboreszenz)

Eine Arboreszenz A, ist ein gerichteter Graph, in dem jeder Knoten v bis auf r (die Wurzel)
einen eindeutigen Vorgianger p(v) besitzt.

Die Héhe h(A,) der Arboreszenz entspricht der Linge eines langsten gerichteten Pfades in A,..

Initialisierung:
Jeder Knoten bildet eine eigene Arboreszenz.

Union (4,.4,,):
0.B.d.A.sei h(A,) = h(4,,)

Verweise von Wurzel(4,,) auf Wurzel(4,)

Find (v):

Folge den Kanten startend in v, um Knoten r ohne Vorganger mit v € A, zu finden.
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Ein Beispiel

Graph Union-Find-Datenstruktur
[ ]
] ]
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Ein Beispiel

Graph Union-Find-Datenstruktur
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Ein Beispiel

Graph Union-Find-Datenstruktur
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Ein Beispiel

Graph Union-Find-Datenstruktur
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Ein Beispiel

Graph Union-Find-Datenstruktur
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Ein Beispiel

Graph Union-Find-Datenstruktur
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Ein Beispiel

Graph Union-Find-Datenstruktur
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Ein Beispiel

Graph Union-Find-Datenstruktur
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Union-Find-Datenstruktur

Lemma 2.10
Kruskal‘s Algorithmus lasst sich so implementieren, dass sich eine Laufzeit von 0 (m logn) ergibt.

Lemma 2.12
Jede r-Arboreszenz A, in der Union-Find-Datenstruktur mit Hohe h(A4,) besitzt mindestens
21(4r) Knoten.

Mit Lemma 2.12 folgt, dass h(4,) € 0(logn) gilt. Damit kostet der Test auf Kreisfreiheit nur noch
O (logn) Zeit. Damit ist Lemma 2.10 bewiesen.
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