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UBUNGSBLATT 1

Bitte schickt eure Losungen in einer einzigen PDF Datei (Name der Datei und
Betreff: | blatt[nr]_[name]_[matrikelnr]*) per Mail an euren jeweiligen Tutor.
Bitte beachtet auch den Hausaufgaben-Merkzottel'!

Hausaufgabe 1: +3 Punkte)
Sei (7 = (V. E) ein Baum mit n Knoten und sei n = 2.

) Zeige: @ besitzt n — 1 Kanten_

b) Zeige: (7 besitzt mindestens zwei Blatter.
Hausaufgabe 2: (5+5 Punkte)

Sei (7 = (V, E) der Graph der in Abbildung 1 dargestellt ist. Die Kante awischen den
Knoten v, und v (i < 7) st mit ¢, ; und das Gewielit mit efe, ;) bezeichnet.

i

a) Bestimme einen MST in €& mit dem Algorithmus von Kruskal.

b) Bestimme einen MST in & mit dem Algorithmus von Prim und dem Startknoten ve.

sib die Reihenfolge der eingefiigten Kanten an und zeichne den B Kommen in einem
Schritt des Algorithmus mehrere Kanten in

Ordnung aus (also 2.B. e, vor .. wenn a < ¢ baw. a = ¢ und b < d).

. wiithle die Kante in lexikographischer

Abbildung 1: Eine Zeichnung des Graphen G und die Gewichte der jeweiligen Kanten.

Hausaufgabe 3: (3 Punkte)
Sei 7 = (V. E) ein Graph und T der von Kruskals Algorithmus konstruierte aufspannende
Baum von 6. Zeige, dass T die Optimalitatshedingung {b) aus Satz 2.9 (der VL) e

"https:/fuwu.1br.cs. tu-bs. de/alg/Merkzettel /homevork-booklet . pdf
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Prisenzaufgabe:

Ein Graph heifit bipartit, wenn die Knotenme fisjunkte Mengen

e des Graphen in swe

Vi und Vi zerlegt werden kann, sodass jede Kante je einen Knoten aus V; und Vy enthilt
siche Abbildung 2.

Sei Ky = (Vi U Vo, E) der vollstindig bipartite Graplh mit |V;| = m, [Va| = n und
E:={{uv}|ueV; und v Vi}.

a) Zeige. dass der Ky, genau n- 277! aufspannende Biume besitzt

b) Zeige. dass der iy, genau n® 3" aulspannende Biume besitzt.

(a) ] (e)
Abbildung 2: (a) Eine Darstellung eines bipartiten Graphen. Die Mengen Vi und Va sind
tiber die Knotenfarben gegeben. (b) Eine Darstellung eines Graphen der nicht bipartit ist. Die
Knoten des markierten Kreises kinnen nicht in zwei disjunkte Mengen unterteilt werden. sodass
die Eigenschaft eines bipartiten Graphen nicht erfullt ist. (¢} Eine Darstellung des vollstindig
bipartiten Graphen K ;.

Prisenzaufgahe:
In einer Stadt bendtigh jedes Haus einen Wasseranschluss, Es kostet o Euro, einen
graben und ¢, Euro eine Leitung zwischen den Hiusern i und j zu
kommt Wasser wenn es einen Brunnen besitzt, oder es einen Plad
Tk

Brunnen an Haus

1 einem Brun

Konstruiere einen Graphen G und zeige, dass ein Wassernetzwerk minimaler Kosten einem

minimal aufspannenden Banm in ¢ entspricht.
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Wiederholung

— A A A

£d €4 €3 €3 [ [Lemmazao

Kruskal‘s Algorithmus lasst sich so implementieren,

g‘: g‘: ﬁ ﬂ dass sich eine Laufzeit von 0(mlogn) ergibt.

Ao A A A
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2.2.2 Algorithmus von Prim
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Schnitte

Definition 2.13
Fiir einen Graphen G = (V, E) und eine Menge X € V ist der Schnitt E(X,V \ X) definiert durch
EX,V\X) ={e={uv}|ueXveX}

Lemma 2.14
Ein Graph G = (V,E) ist zshgd. < Fiir alle Mengen @ +# X&Vist E(X,V \ X) # Q.

Satz 2.15

Fur einen Graph G = (V, E) und einen aufspannenden Baum T in G sind folgende Aussagen
aquivalent:

(a) T ist MST

(b) Fir alle Mengen @ + X&V ist die kleinste Kante aus E(X,V \ X) in T enthalten.

= Algorithmus von Prim

MLy,
T
Shat |12
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Algorithmus von Prim

Algorithmus 2.16
Eingabe:
Zshgd. Graph ¢ = (V,E),
Kostenfunktion c: E » R
Ausgabe:
Spannbaum T = (V, F) minimalen Gesamtgewichts

1. Function PRIM(G, ¢)

2 Wahle Knotenv € V.

3. Setze X := {v} und F := 0.

4, While X + V do

5 Waihle Kante e € E(X,V \ X) mit kleinstem Gewicht.

6 Setzew = (V\X)Nne, X=XU{w}undF := F U {e}.
7 ReturnT:= (V, F)

1Lz
o«’n A
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim

Satz 2.17
Prim'‘s Algorithmus l6st Problem 2.1 (MST) Korrekt in Zeit O (m + nlogn) Zeit.

Beweisskizze fiir Laufzeit: 4.11 Andere Strukturen
4.11.1 Fibonacci-Heaps

. . . . . Die Fibonacci-Heaps sind eine Heap-Struktur mit sehr schneller amortisierter Zugriffs-
Merke ZU ]edem nlcht errelchten Knoten dle klelnste Kante nach zeit (s. Tabelle 4.3) und werden als Prioritatenwarteschlange benutzt, d.h. jeder Knoten
besitzt eine Prioritdt (auch Schliissel), sodass Knoten mit hoher (bzw. niedriger) Prio-

X_ Das Sind maximal n Viele Kandidaten_ ritit schnell entnommen werden kénnen. Genaner besteht ein Fibonacei-Heap aus einer

Liste von Banmen mit den Eigenschaften von Min-Heaps. Jeder Knoten im Heap besteht

Suche in jeder Iteration besten Knoten heraus aus einem Schliissel und einem weiteren Bit, welches markiert, ob fiir diesen Knoten be-
' reits ein Kind entfernt wurde. Zusatzlich werden, wie fiir die Liste von Baumen, fir
— Fibonacci_HeapS. O(IOg n) Zeit pro Iteration die Kinder jedes Knotens eine Doppelt-Verkettete-Liste verwendet. Der Zeiger fiir den

Startknoten des Fibonacei-Heaps zeigt immer auf die kleinste Wurzel aller Baume.

Minimum e mmmmmmmmm e e

Nach Hinzufligen des Knotens w zu X aktualisiere Kandidaten
mit Kanten von w:

0(8(w)) Zeit pro Iteration

= 0(m + nlogn) lber alle Iterationen.

Abbildung 4.34: Ein Beispiel fiir einen Fibonacci-Heap
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2.3 Matroide
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Unabhangigkeitssysteme und Matroide

Problem 2.18 Definition 2.19

Gegeben: Ein Mengensystem (E,7) mitJ € 2£ ist ein
« Mengensystem (E,J) mitJ € 2& Unabhdngigkeitssystem, wenn

» Kostenfunktion c: E - R* (1) 0 ey

2) Iejl'clI=1€]
Gesucht:
Element X € 7 mit ) .cy c(e) maximal/minimal | Elemente aus J heiffen unabhdngig.

Maximal unabhangige Mengen heif3en Basen.

Ein Unabhangigkeitssystem heifdt Matroid,
wenn gilt:

(3) Wenn I;,1, € Jund |I;| < |I,|, dann
existiert x € I, \ I, sodass I; U {x} € J

MLy,
T
Shat |12
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Matroide Beispiele

Beispiel 1:
Sei E; die Menge der Spaltenvektoren der Lange n liber den Korper K und sei
J, = {F € E, | Vektoren in F sind linear unabhingig}.

Behauptung:

(E4, J,) ist ein Matroid.

Beispiel 2:

Gegeben sei ein Graph G = (V,E,) uns sei 7, := {F € E, | F enthalt keinen Kreis}.

Behauptung:
(E,, J,) ist ein Matroid.

Wily,
£t
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Matroide Beispiel 1

Sei E; die Menge der Spaltenvektoren der Lange n tiber den Korper K und
seiJ; = {F € E; | Vektoren in F sind linear unabhangig}.

Zu zeigen: (E, ;) ist ein Matroid
(1) @ € J; (0 Vektoren sind linear unabhangig)

(2) Teilmengen unabhangiger Vektoren sind immer noch unabhangig.

(3) Zu Zeigen: Fll F2 € .71 und |F1| < |F2| = dx € F2 \ Fl: Fl U {X} €J

Da F; und F, linear unabhingig und |F; | < |F,], gilt dim(span(Fl)) < dim(span(FZ)).
Also existiert x € F, mit x ¢ span(F,).
Damit ist F; U {x} linear unabhéngig, also in 7;

Wiy
£t

o
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Greedy fur gewichtete Matroide

Algorithmus 2.20
Eingabe:
Matroid M = (E,7)
Kostenfunktion ¢: E - R*
Ausgabe:
Basis B mit ), ¢y c(e) minimal.

1. Function MATROIDGREEDY(M, ¢)

2. Sortiere Elemente aufsteigend nach Gewicht,
sodass c(e;) < c(ey) < - < c(ey)
3. Setze B := 0
4, Fori =1tomdo
5. if BU {e;} € 7 then
6. B := B U {e;}
7. Return B
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Greedy fur gewichtete Matroide

Satz 2.21

Algorithmus 2.20 bestimmt fiir ein Matroid M
mit Kostenfunktion c eine Basis mit optimalem
Gewicht.

Man kann sogar folgendes zeigen:

Satz 2.22

Sei (E,J) ein Unabhingigkeitssystem.
Algorithmus 2.20 bestimmt fiir (E, 7) mit
Kostenfunktion ¢ genau dann eine Basis
optimalen Gewichts, wenn (E, 7) ein Matroid ist.

WLy
CANTR
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Algorithmus 2.20
Eingabe:

Kostenfunktionc: E - R
Ausgabe:

Basis B mit )., <y c(e) minimal.

1. Function MATROIDGREEDY(M, ¢)

2. Sortiere Kanten aufsteigend nach Gewicht,
sodass c(e;) < c(ey) < -+ < c(e;,)

3. Setze B =0

4. Fori=1tomdo

5. if BU {e;} € 7 then

6. B =B U{e;}

7. Return B
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2.4 Riick- und Ausblick
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Graphenklasse

Diinne Graphen (m € O(nlogn)) O(nlogn) O(nlogn)

Dichte Graphen (m € Q(nlogn)) O(m) O(mlogn)
Kleine, ganzzahlige Gewichte O(m +nlogn) 0O(mlogn)
Geometrisch 0(n?) 0(n?logn)

*: Sind Kanten vorsortiert, performt Kruskal besser! (vgl. grofRe Ubung)

Was passiert, wenn Knoten in Terminals und Verteiler unterteilt sind?
Wichtiger Unterschied: Nur Terminals miissen verbunden werden!

Ly
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Steinerbaume - Geometrisch
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Steinerbaume - Geometrisch
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https://youtu.be/BVbIRM01UTs

Quiz!

i Mentimeter

1Ly,

g‘%ﬁ "a% Technische - - -
3 %{E Universitit Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 3 | Seite 31
w5 {‘.;5’ Braunschweig

P
L/
Onsce




