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Wiederholung
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Wiederholung
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Exkurs – Fast and Furious
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Straßennetze

• Straßennetze in der Regel dünn, 
d.h. 𝑂 𝑛 Kanten

• Knoten besitzen Koordinaten
• Kantenkosten > 0

Internationales Europastraßennetz



Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 5 | Seite 6

Straßennetze

• Straßennetze ändern sich nicht oft.
• U.U. viele Anfragen (‚Queries‘) zu 

bearbeiten.
• Nutze Preprocessing, um schnell zu 

sein.

Internationales Europastraßennetz

𝑂 𝑛2 log 𝑛 Laufzeit 
𝑂 𝑛2 Speicherbedarf
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Algorithm Engineering
2005/2006

𝑛 Mal naiv Dijkstra dauert Tage!
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Dijkstra

𝑠
𝑡

• 𝑅 breitet sich kreisförmig aus
• 𝑅 wächst quadratisch im Radius

Internationales Europastraßennetz

Ich prüfe Nordafrika 
bei der Suche?...
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Bidirektionaler Dijkstra

𝑠
𝑡

• 𝑅 breitet sich von 𝑠 und 𝑡 kreisförmig aus
• 𝑅 wächst weiterhin quadratisch im Radius

Internationales Europastraßennetz

Muss man UK oder 
Spanien betrachten?
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Heuristische Ansatz

𝑠
𝑡

• Gib grobe Richtung an
• Landmark-basierend (ALT)
• ⇒ A* Algorithmus (siehe gr. Übung)

Internationales Europastraßennetz

Können wir noch 
mehr Struktur 

nutzen?
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Highway Hierachies

𝑠
𝑡

• Unterteile Straßennetz in Straßenklassen
• Stadtstraße
• Kreisstraße
• Landstraße
• Bundesstraße
• Autobahn
• Europastraße
• …

Internationales Europastraßennetz

http://algo2.iti.kit.edu/schultes/hwy/hwyHierarchiesIncomplete.pdf

http://algo2.iti.kit.edu/schultes/hwy/hwyHierarchiesIncomplete.pdf
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Highway Hierachies http://algo2.iti.kit.edu/schultes/hwy/hwyHierarchiesIncomplete.pdf

http://algo2.iti.kit.edu/schultes/hwy/hwyHierarchiesIncomplete.pdf
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Gotta go fast! https://i11www.iti.kit.edu/extra/publications/dssw-erpa-09.pdf

https://i11www.iti.kit.edu/extra/publications/dssw-erpa-09.pdf
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3.2.2 Konservative Kostenfunktion
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Konservative Kantengewichte

Funktioniert Dijkstra 
auch bei konservativen 

Kantengewichten?
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Algorithmus Idee

Für alle 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 ∖ 𝑅 ist:

ℓ𝑘 ≤ min
𝑣𝑖∈𝑅

ℓ𝑖 + 𝑐 𝑖, 𝑘

Für alle 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 ist:

ℓ𝑘 = min
(𝑣𝑖,𝑣𝑘)∈𝐴

ℓ𝑖 + 𝑐 𝑖, 𝑘

Problem:
Label ℓ𝑖 sind nicht bekannt.
⇒ Label schrumpfen lassen!

Update-Regel:

Aktualisiere Label ℓ𝑘 über Kante 𝑣𝑖 , 𝑣𝑘 ∈ 𝐴, falls ℓ𝑘 > ℓ𝑖 + 𝑐 𝑖, 𝑘 .

Frage: 
Wann ist ℓ𝑘 kleinstmöglich?
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Algorithmus von Moore, Bellman und Ford

Algorithmus 3.9
Eingabe: 

Digraph 𝐷 = 𝑉, 𝐴 , konservative Kostenfunktion 𝑐: 𝐴 → ℝ, Startknoten 𝑠 ∈ 𝑉
Ausgabe:

Länge ℓ(𝑣) eines kürzesten 𝑠𝑣-Pfades, Vorgänger 𝑝(𝑣) von 𝑣 auf diesem Pfad

1. Function MBF(𝐷, 𝑐, 𝑠)
2. ℓ 𝑠 ≔ 0
3. ℓ 𝑣 ≔ ∞, 𝑝 𝑣 ≔ 𝑛𝑖𝑙 ∀𝑣 ∈ 𝑉 ∖ 𝑠
4. For 𝑖 = 1 to 𝑛 − 1 do
5. For all 𝑣,𝑤 ∈ 𝐴 do

6. If ℓ 𝑤 > ℓ 𝑣 + 𝑐 𝑣,𝑤 then

7. ℓ 𝑤 ≔ ℓ 𝑣 + 𝑐 𝑣, 𝑤

8. 𝑝 𝑤 ≔ 𝑣

Algorithmus 3.9
Eingabe: 

Digraph 𝐷 = 𝑉, 𝐴 , konservative Kostenfunktion 𝑐: 𝐴 → ℝ, Startknoten 𝑠 ∈ 𝑉
Ausgabe:

Länge ℓ(𝑣) eines kürzesten 𝑠𝑣-Pfades, Vorgänger 𝑝(𝑣) von 𝑣 auf diesem Pfad

1. Function MBF(𝐷, 𝑐, 𝑠)
2. ℓ 𝑠 ≔ 0
3. ℓ 𝑣 ≔ ∞, 𝑝 𝑣 ≔ 𝑛𝑖𝑙 ∀𝑣 ∈ 𝑉 ∖ 𝑠
4. For 𝑖 = 1 to 𝑛 − 1 do
5. For all 𝑣,𝑤 ∈ 𝐴 do

6. If ℓ 𝑤 > ℓ 𝑣 + 𝑐 𝑣,𝑤 then

7. ℓ 𝑤 ≔ ℓ 𝑣 + 𝑐 𝑣, 𝑤

8. 𝑝 𝑤 ≔ 𝑣
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓

ℓ 𝑣1 𝑝 𝑣1 ℓ 𝑣2 𝑝 𝑣2 ℓ 𝑣3 𝑝 𝑣3 ℓ 𝑣4 𝑝 𝑣4 ℓ 𝑣5 𝑝 𝑣5

0 0 − ∞ − ∞ − ∞ − ∞ −

1

2

3

4

511

2266

33
77

55

44
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓

ℓ 𝑣1 𝑝 𝑣1 ℓ 𝑣2 𝑝 𝑣2 ℓ 𝑣3 𝑝 𝑣3 ℓ 𝑣4 𝑝 𝑣4 ℓ 𝑣5 𝑝 𝑣5

0 0 − ∞ − ∞ − ∞ − ∞ −
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2

3

4
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55

44
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓

ℓ 𝑣1 𝑝 𝑣1 ℓ 𝑣2 𝑝 𝑣2 ℓ 𝑣3 𝑝 𝑣3 ℓ 𝑣4 𝑝 𝑣4 ℓ 𝑣5 𝑝 𝑣5

0 0 − ∞ − ∞ − ∞ − ∞ −
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3
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓

ℓ 𝑣1 𝑝 𝑣1 ℓ 𝑣2 𝑝 𝑣2 ℓ 𝑣3 𝑝 𝑣3 ℓ 𝑣4 𝑝 𝑣4 ℓ 𝑣5 𝑝 𝑣5

0 0 − ∞ − ∞ − ∞ − ∞ −
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓

ℓ 𝑣1 𝑝 𝑣1 ℓ 𝑣2 𝑝 𝑣2 ℓ 𝑣3 𝑝 𝑣3 ℓ 𝑣4 𝑝 𝑣4 ℓ 𝑣5 𝑝 𝑣5

0 0 − ∞ − ∞ − ∞ − ∞ −

1 2 𝑣1 7 𝑣1 10 𝑣2 11 𝑣4

2

3

4

511

2266

33
77

55

44
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓

ℓ 𝑣1 𝑝 𝑣1 ℓ 𝑣2 𝑝 𝑣2 ℓ 𝑣3 𝑝 𝑣3 ℓ 𝑣4 𝑝 𝑣4 ℓ 𝑣5 𝑝 𝑣5

0 0 − ∞ − ∞ − ∞ − ∞ −

1 2 𝑣1 6 𝑣2 9 𝑣3 11 𝑣4

2

3
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2266

33
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓

ℓ 𝑣1 𝑝 𝑣1 ℓ 𝑣2 𝑝 𝑣2 ℓ 𝑣3 𝑝 𝑣3 ℓ 𝑣4 𝑝 𝑣4 ℓ 𝑣5 𝑝 𝑣5

0 0 − ∞ − ∞ − ∞ − ∞ −

1 2 𝑣1 6 𝑣2 9 𝑣3 11 𝑣4

2

3

4

511

2266

33
77

55

44

?
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓

ℓ 𝑣1 𝑝 𝑣1 ℓ 𝑣2 𝑝 𝑣2 ℓ 𝑣3 𝑝 𝑣3 ℓ 𝑣4 𝑝 𝑣4 ℓ 𝑣5 𝑝 𝑣5
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Beispiel

It. 𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑 𝒗𝟒 𝒗𝟓

ℓ 𝑣1 𝑝 𝑣1 ℓ 𝑣2 𝑝 𝑣2 ℓ 𝑣3 𝑝 𝑣3 ℓ 𝑣4 𝑝 𝑣4 ℓ 𝑣5 𝑝 𝑣5

0 0 − ∞ − ∞ − ∞ − ∞ −

1 2 𝑣1 6 𝑣2 9 𝑣3 11 𝑣4

2 10 𝑣4

3

4

5
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Algorithmus von MBF

Satz 3.10
Der Algorithmus von Moore, Bellman und Ford löst Problem 3.4 (Kürzeste Wege) korrekt für 
konservative Kantenkosten in 𝑂 𝑛𝑚 Zeit.

Satz 3.10
Der Algorithmus von Moore, Bellman und Ford löst Problem 3.4 (Kürzeste Wege) korrekt für 
konservative Kantenkosten in 𝑂 𝑛𝑚 Zeit.

Beweisidee:
Zeige in der 𝑖-ten Iteration:
1. Ist ℓ 𝑥 < ∞, dann existiert ein Pfad der Länge höchstens ℓ 𝑥 in 𝐷
2. ℓ 𝑥 ist höchstens die Länge eines kürzesten 𝑠𝑥-Pfades in 𝐷 mit maximal 𝑖 Kanten
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Allgemeine Kostenfunktionen

Lemma 3.11
Der Algorithmus von Moore, Bellman und Ford kann so erweitert werden, dass negative Kreise 
in einem Graphen 𝐷 = 𝑉, 𝐴 identifiziert werden können.

Lemma 3.11
Der Algorithmus von Moore, Bellman und Ford kann so erweitert werden, dass negative Kreise 
in einem Graphen 𝐷 = 𝑉, 𝐴 identifiziert werden können.

Algorithmus 3.12
Eingabe: 

Digraph 𝐷 = 𝑉, 𝐴 , Kostenfunktion 𝑐: 𝐴 → ℝ
Ausgabe:

Boolscher Wert, ob 𝑐 konservativ ist.

1. Function ISCONSERVATIVE(𝐷, 𝑐)
2. Wähle 𝑠 ∈ 𝑉
3. Führe MBF 𝐷, 𝑐, 𝑠 durch um Label ℓ 𝑣 und 𝑝 𝑣 zu erhalten.
4. For all 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐴 do

5. If ℓ 𝑤 > ℓ 𝑣 + 𝑐 𝑣,𝑤 then

6. Return true
7. Return false

Algorithmus 3.12
Eingabe: 

Digraph 𝐷 = 𝑉, 𝐴 , Kostenfunktion 𝑐: 𝐴 → ℝ
Ausgabe:

Boolscher Wert, ob 𝑐 konservativ ist.

1. Function ISCONSERVATIVE(𝐷, 𝑐)
2. Wähle 𝑠 ∈ 𝑉
3. Führe MBF 𝐷, 𝑐, 𝑠 durch um Label ℓ 𝑣 und 𝑝 𝑣 zu erhalten.
4. For all 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐴 do

5. If ℓ 𝑤 > ℓ 𝑣 + 𝑐 𝑣,𝑤 then

6. Return true
7. Return false
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Beweis Lemma 3.11

Zu zeigen: 

𝐷 enthält negativen Kreis ⇔ℓ 𝑤 > ℓ 𝑣 + 𝑐 𝑣,𝑤 für einen Knoten 𝑤 ∈ 𝑉 in Zeile 5. 

„⇒“: 

Annahme: ℓ 𝑤 ≤ ℓ 𝑣 + 𝑐 𝑣,𝑤 für 

alle 𝑤 ∈ 𝑉 in Zeile 5.

Betrachte Kreis 𝐶
Aufsummieren ergibt

෍

𝑣∈𝑉 𝐶

ℓ 𝑣 ≤ ෍

𝑣∈𝑉 𝐶

ℓ 𝑣 + ෍

𝑒∈𝐸 𝐶

𝑐 𝑒

Also 

0 ≤ ෍

𝑒∈𝐸 𝐶

𝑐 𝑒

„⇐“: 
Annahme: 𝐷 enthält keinen negativen 
Kreis.

⇒ 𝑐 ist konservativ

⇒ kürzeste Pfade haben Länge ≤ 𝑛 − 1

⇒ Keine „Verbesserung“ in der letzten 
Iteration
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Nächste Woche

Pfingstwoche ➔ Keine Vorlesung!

Aber Übermorgen gr. Übung!
+

Nächstes Mal: Quiz!


