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Wiederholung

Satz 4.12

Sei N = (D, u,s,t) ein Netzwerk und f ein st-Fluss in N.
Dann gibt es eine Menge

* P von st-Pfaden

* Cvon Kreisen

sodass folgendes gilt:

- fle)= ZpE?U(;’ w(p)

eep

« Wert(f) = Zperp w(p)
« |Pl+lcl < |E]
Dabei ist w(p) der Flusswert des Pfades bzw. Kreises.

Korollar 4.14

Fiir ein Netzwerk N = (D, u, s, t) mitu: 4 - Q*
maximalem Flusswert f* benotigt der Algorithmus von
Ford-Fulkerson maximal mlog f* Iterationen, wenn immer
ein Pfad mit maximaler Verbesserung gewahlt wird.
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4.2 Berechnung von maximalen Fliissen
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Algorithmus von Edmonds-Karp

Algorithmus 4.15
Eingabe:

Netzwerk N = (D, u, s, t)
Ausgabe:

st-Fluss f mit maximalem Wert

1. Function EDMONDSKARP(N)

2 f(e)==0,ve€e A

3 Bestimme Residualgraph Dy und Residualkapazitaten u.

4. Bestimme Kkiirzesten st-Pfad P in Dy; falls keiner existiert return f.
5

6

7

Berechne y := min (uf (e)).

Augmentiere f entlang P.
Gehe zu Zeile 3.
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Analyse Edmonds-Karp

Lemma 4.16

Sei N = (D, u, s, t) ein Netzwerk und f;, ..., f; eine Folge von Fliissen, wobei f;,; aus f;

durch Augmentieren entlang eines kiirzesten f;-augmentierenden Pfades P; entsteht.

Dann gilt:

a) Firallel<i<kgilt|EP)| < |E(Pq)l

b) Falls P; und P; miti < j ein Paar entgegengesetzter Kanten enthalt, dann gilt
EP)I < |E(R)| -2

Lemma 4.17
Fir ein Netzwerk N = (D, u, s, t) mitu: A » R* terminiert der Algorithmus von

Edmonds-Karp nach maximal % [terationen.
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Analyse Edmonds-Karp

Lemma 4.17
Fiir ein Netzwerk N = (D, u, s, t) mitu: A - R* terminiert der Algorithmus von
Edmonds-Karp nach maximal % Iterationen.

Jeder augm. Pfad besitzt Bottleneckkante e.
= Nach Augmentieren existiert e in D.

Fragen:
t  Wann wird e wieder benutzt?
e » Wie oft kann e als Bottleneckkante
genutzt werden?
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Analyse Edmonds-Karp

Lemma 4.17
Fiir ein Netzwerk N = (D, u, s, t) mitu: A - R* terminiert der Algorithmus von

Edmonds-Karp nach maximal % Iterationen.

Lemma 4.16

Sei N = (D, u,s, t) ein Netzwerk und f7, ..., fi
eine Folge von Flissen, wobei f; 4 aus f; BOttlen?Ckkant? benutzen. ..
durch Augmentieren entlang eines kiirzesten | ~ Es existiert ein Pfad Py, welcher e in Dy
fi-augmentierenden Pfades P; entsteht. Dann | benutzt.

gilt:

a) _Fiiralle 1 <j < koilt |[F(PA < [F(P. )|

Betrachte augm. Pfade P;, P;, die e als

Nach Lemma 4.16:

b) Falls P; und P; miti < j ein Paar
f— E(P) < |E(P)| -2 < |E(R)| - 4

entgegengesetzter Kanten enthalt, dann
gilt |[E(P)| < |E(P)| -2
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Analyse Edmonds-Karp

Lemma 4.17
Fiir ein Netzwerk N = (D, u, s, t) mitu: A - R* terminiert der Algorithmus von

Edmonds-Karp nach maximal % Iterationen.

Nach Lemma 4.16:
IE(P)| < |E(P)| —2 < |E(P})| — 4

Jeder augm. Pfad besitzt maximal n Kanten.

t . . n .
= e ist maximal " mal eine Bottleneckkante.
e

Fir 2|E| = 2m Vor- und Riickwartskanten

benotigen wir also maximal — Iterationen.
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Analyse Edmonds-Karp

Lemma 4.17
Fiir ein Netzwerk N = (D, u, s, t) mitu: A - R* terminiert der Algorithmus von

Edmonds-Karp nach maximal % Iterationen.

Satz 4.18
Der Algorithmus von Edmonds-Karp 16st Problem 4.2 (MaxFlow) in Zeit O (m?n).

In jeder Iteration wird der kiirzeste augm. Pfad in Zeit O (m) mit BFS gefunden.
= mit O (mn) Iterationen: Gesamtlaufzeit O (m?n)
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Geht das schneller?
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AlgOl‘ithmen flll' MaXFlOW (https://en.wikipedia.org/wiki/Maximum flow problem#Algorithms)

Ford-Fulkerson 0 (Mfpax) Terminiert nicht immer fir reelle Kapazitaten.
Edmonds-Karp 0(m?n)
Dinic 0(mn?)
Malhotra, Kumar, Maheshwari 0(n®) Modifikation von Dinic
Dinic+ O(mnlogn)  Dinic mit,Link/Cut Trees”
n?2
Push-Relabel 0 (mn log E)
Orlin + KRT 0(mn) Mischung zweier Algorithmen
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https://en.wikipedia.org/wiki/Maximum_flow_problem#Algorithms

4.3 Bottlenecks in Netzwerken
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Globaler Minimaler Schnitt

Problem 4.19: Globaler Minimaler Schnitt (Global MinCut)
Gegeben:

Ungerichteter Graph ¢ = (V, E) und Kostenfunktion c: E - R*
Gesucht:

Nicht-leere Menge X & V mit Y. cg(x,v\x) €(e) minimal.
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Idee

Suche zwischen zwei Knoten s, t einen MinCut.
Zwei Falle:

* Das istder Globale MinCut.

* Oder s und t liegen im Cut auf der gleichen Seite.
= Betrachte Graphen mit s und t verschmolzen.
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Algorithmus von Stoer-Wagner

Algorithmus 4.20
Eingabe:

Ungerichteter Graph G = (V, E) und Kostenfunktion c: E - R*
Ausgabe:

Nicht-leere Menge X & V mit Y., cg(x 1\ x) ¢(e) minimal.

1. Function STOERWAGNER(G, ¢)
2. Wahle v € V und setze X := {v}
3. While (X = V)
4 Wahlew € V\ X mit) ,ex c(e) maximal
e={v,w}
5. Sei s (bzw. t) der Knoten der als vorletztes (bzw. letztes) zu X hinzugefiigt wurde.

Speichere Wert des Schnittes (V \ {t}, {t}).
Verschmelze s und t und gehe zu Zeile 2.; Falls |[V| = 1 return kleinsten Schnitt.
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Beispiel

{vs, vs}
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Beispiel
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Beispiel
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{vs, vs}
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{Ula Uy, UZ}

{v3, vs}
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Beispiel

{vs, vs}

1 {on . 5}
{vla Uy, UQ}
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Beispiel

Gefundene Schnitte:

(V\ {vs}, {vs}): Wert 5

(V \ {va}, {vs}): Wert 8

(V \ {{vl, 174}}, {{vl, 174}}): Wert 6

U
(VW \ {ve}, {ve}): Wert 9
U3
s 2 4
W'
U1 v6
1
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Analyse

Lemma 4.21
Der in Zeilen 3 bis 6 berechnete Schnitt (V' \ {t}, {t}) ist ein minimaler st-Schnitt.

Algorithmus 4.20
Eingabe:

Ungerichteter Graph G = (V, E) und Kostenfunktion c: E - R*
Ausgabe:

Nicht-leere Menge X < V mit X.cgx\x) c(e) minimal.

1. Function EDMONDSKARP(G, ¢)
2 Waihle v € V und setze X = {v}
3. While (X = V)
4 Wihlew € V\ X mit ), ,ex c(e) maximal
e={v,w}
5. Sei s (bzw. t) der Knoten der als vorletztes (bzw. letztes) zu X hinzugefiigt wurde.

=

Speichere Wert des Schnittes (V' \ {t}, {t}).
Verschmelze s und t und gehe zu Zeile 2.; Falls [V| = 1 return kleinsten Schnitt.
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Analyse

Satz 4.22
Der Algorithmus von Stoer-Wagner lost Problem 4.19 korrekt in O(nm + n? logn) Zeit.

Algorithmus 4.20
Eingabe:

Ungerichteter Graph G = (V, E) und Kostenfunktion c: E - R*
Ausgabe:

Nicht-leere Menge X < V mit X.cgx\x) c(e) minimal.

Function EDMONDSKARP (G, ¢) Pro Iteration von Zeile 3:

1

2 Waihle v € V und setze X = {v} . )

S While (X = V) . . w finden: O (logn)

4 Wihlew € V\ X mit), ,ex c(e) maximal «— | FlbODaCCl-HeapS! DS updaten: 0 (S(W))
e={v,w}

Sei s (bzw. t) der Knoten der als vorletztes (bzw. letztes) zu X hinzugefiigt wurde.

Speichere Wert des Schnittes (V' \ {t}, {t}). Insgesamt: 0 (m +n 10g Tl)

P

Verschmelze s und t und gehe zu Zeile 2.; Falls [V| = 1 return kleinsten Schnitt.
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