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Horsaal-Belegung
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Horsaal-Belegung — Das Problem

Gegeben

Menge von Intervallen 7 = {I; = [sq,e1), ..., I, = [sn, en)} Die ausgewahlten
Intervalle miussen

disjunkt sein.

Gesucht
Teilmenge 7’ < 7 mit den folgenden Eigenschaften /

1. VIi,IjEJ’:Iian=® <
2. 7" ist groRtmaoglich Wie |0st

man das
Problem?
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Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? S R TS NS NS S N N

N
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. Wenig
? .
Fruhester Start” ‘\__Uberlappungen?

Kurzeste
zuerst? A
Frihestes

Langste zuerst?
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Horsaal-Belegung — Kurzeste zuerst

ALG =1

OrPT=2
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Horsaal-Belegung — Strategien
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Horsaal-Belegung — Fruhester Start/Langstes Intervall
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Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? S R TS NS NS S N N
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Horsaal-Belegung — Wenig Uberlappungen

ALG =3
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Horsaal-Belegung — Wenig Uberlappungen

ALG =3

OpT=4
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Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? S R TS NS NS S N N

N
7

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

. Wenig
? .
Fruhester Start” ‘__Uberlappungen?

Kurzeste
zuerst? A
Frihestes

Langste zuerst?

1L,

2,
"’4,-. Technische -
%Z Universitit Phillip Keldenich | Ubung #1 | Horsaal-Belegung | Seite 13
%%¢ Braunschweig

Y

el
o
£
<
S
o9
K
(2
Vs

C



Horsaal-Belegung — Fruhestes Ende

ALG =3

OPT = 37
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Horsaal-Belegung — Fruhestes Ende

Greedy-Algorithmus: Fruhestes Ende

Sortiere {1, ..., n} nach e; aufsteigend; erhalte Permutation (1), ..., m(n)
S = {rm(1)}
€ = en(1)

fork =2tondo
if (Sn(k) = 8) then
S =S u{nk)} Theorem
e = enu Der Algorithmus I0st das
Horsaal-Problem optimal
return S in Zeit 0(n logn)
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Beweis

Annahme: Algorithmus 1 sei nicht optimal.

Sei 544 die Losung von Algorithmus 1 und S,,,; eine optimale Losung.

Hier sind S, und
Opt identisch |
-

Welche davon

konnen das erste

Intervall aus S,
nichtin S;;, sein?

: Erstes Intervall aus

Dieser Bereich
interessiert uns
nicht

e e e e e e e e e e e

T e T e

P Sq1g Nichtin Sy,
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Beweis

Annahme: Algorithmus 1 sei nicht optimal.

Sei 544 die Losung von Algorithmus 1 und S,,,; eine optimale Losung.

Welche davon
konnen das erste

Intervall aus S,

Hier sind S, und
Opt |dent|sch
-

nichtin S,;, sein?

Erstes Intervall aus

Blau muss rot
uberlappen!
Ende von blau
kommt nach
Ende von rot!
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Beweis

Annahme: Algorithmus 1 sei nicht optimal.

Sei 544 die Losung von Algorithmus 1 und S,,,; eine optimale Losung.

Entferne blau aus S,,,; und fuge rot hinzu.

N Sopt ist immer noch zulassig!

Hier sind S, und | ;
Sopt identisch ; = Saig € Sopt
o

Enthalt S,,; nun noch mehr Intervalle, dann
hatte Algorithmus 1 diese aufgenommen!

N
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= Salg = Sopt
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Gegeben
Menge von Intervallen 7 = {I; = [sy,eq), ..., I, = [Sp, €1)}

Gesucht

Die kleinste Zahl k € N, sodass eine Funktion f:1 — {1, ..., k} existiert
und fur je zwei Intervalle und I' gilt INI" =@ = f() + f(")
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wende den
Greedy Algorithmus
mehrmals an!

Ist das
korrekt?
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

Bewege eine Linie
von links nach
rechts
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

Bei Erreichen eines
« Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante
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Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

Bei Erreichen eines

« Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu

 Endpunktes:
Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante
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Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

Bei Erreichen eines

Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu

Endpunktes:

Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

HENE SN S S SUUE S - Bei Erreichen eines
HECH N N N T R S B - Startpunktes:
Y A Weise kleinste
T Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!
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Horsaal-Belegung — Eine Variante
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Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

Bei Erreichen eines

« Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu

 Endpunktes:
Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante
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Wichtig ist nicht nur
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auch der Start
eines Intervalls!

Bei Erreichen eines

« Startpunktes:
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 Endpunktes:
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

S S B N S AR S R R Bei Erreichen eines
ECIE S N U I S S A R - Startpunktes:
S Y N I Weise kleinste
2T DR B R Raumnummer zu
 Endpunktes:
Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

HEN S S s S I S - Bei Erreichen eines
ST IS U D B T R R B - Startpunktes:
S RV Weise kleinste
AN B Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Theorem Wichiia ist icht mur
Diese Strategie |0st das Problem fur g IC ElngS nic y u
n Intervalle optimal in Zeit O(nlogn). : : : : : as ende, sonaern

S ———————— e S A A SRR R R auch der Start
Laufzeit eines Intervalls!

Sortiere ,Ereignisse” (Start- oder I ——— i i
Endpunkt) nach Zeit; Endpunkte dabei 2 @ { i Bei Erreichen eines
vor Startpunkte mit gleichem Zeitpunkt. i & i i - Startpunktes:
In jedem Schritt: Suchbaum mit allen Weise kleinste
freien R&umen updaten. Raumnummer zu
S S A S S R - Endpunktes:
Gib Raum frei
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Beweis

Wie viele Raume braucht man mindestens?

Sei

+ x=max([f E_j LE I_}D’ ) Maximale Anzahl an Intervallen,
* opt der Wert einer optimalen Losung, die sich gleichzeitig tiberlappen.

* alg der Wert der Losung unserer Strategie
Beobachtung: opt = y

Wir zeigen: alg < y
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Beweis

Angenommen, wir brauchen k Raume, d.h. alg = k.

Betrachte den ersten Zeitpunkt, zu dem wir Raum k benutzen.

Das passiert nur beim Startpunkt eines neuen Intervalls I.

Was muss noch gelten?

» Alle anderen Raume 1, ...,k — 1 sind in Gebrauch!

« D.h. I Uberlappt k — 1 andere Intervalle an seinem Startpunkt.

- Endpunkte vor Startpunkten zum gleichen Zeitpunkt bearbeitet: echte Uberlappung!
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Verallgemeinerung

Hier vorgestellte Probleme sind Spezialfalle von berithmten Graphproblemen:
* Independent Set (unabhangige Menge bzw. stabile Menge)
« Gegeben: ungerichteter Graph ¢ = (V,E)
* Gesucht: moglichst groRes S € V mit V{v,w} € S: vw ¢ E (keine Kanten in S)
» Graphfarbung
« Gegeben: ungerichteter Graph ¢ = (V,E)
 Gesucht: Farbungc: V - {1,..,k} mitc(v) =c(w) 2 vw ¢ E
» D.h. keine einfarbigen Kanten
» Maoglichst wenige Farben (mdglichst kleines k)
- Aquivalent: Méglichst wenige Independent Sets S;,1 < i < kmit UX,S;, = V.
» Hier betrachtet auf so genannten Intervallgraphen
« Auf allgemeinen Graphen: Wohl kein effizienter Algorithmus flr optimale Losungen...
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