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Komplexitatsklassen

NP-schwer

w P: Probleme lassen sich effizient 16sen.

NP: Losungen konnen effizient verifiziert werden.

NP-schwer: Wenn das Problem in P liegt, gilt P=NP.

Schwierigkeit

NP-vollstandig: Problem liegt in NP und ist NP-schwer.
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NP-Schwere

Ein Problem II heit NP-schwer, falls fur jedes Problem I’ €
NP eine Polynomialzeit-Reduktion von I1" auf II existiert.

In der Literatur wird oft auch Il <,, I1 geschrieben, wenn es eine Polynomialzeit-Reduktion
von IT" auf IT gibt.

I’ <p Il heilt, man kann in polynomieller Zeit eine Instanz I’ von IT’ in eine Instanz I von II
transformieren, die eine Ja-Instanz ist gdw. I’ eine Ja-Instanz ist.

I’ <p Il: L1 ist hochstens so schwer wie IT°

Die Relation <, ist transitiv, da man polynomielle Reduktionen verketten kann.

Um zu zeigen, dass ein Problem IT NP-schwer ist, reicht es also, eine Reduktion von
einem als NP-schwer bekannten Problem I1‘ auf IT1 durchzufuhren.
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Reduktionen

? ‘ Lésung fir

Problem 1 > Problem 1
T T-1

A ‘ Losung fir

Problem 2 ] Problem 2

Besitzen T, T~! und A polynomielle Laufzeit,
kann Problem 1 in polynomieller Zeit gelost werden.
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Reduktionen

? . Lésung fir

Problem 1 > Problem 1
T T-1

A ‘ Losung flr

Problem 2 > Problem 2

Ist Problem 1 NP-schwer und besitzen T und T~1 polynomielle
Laufzeit, dann muss Problem 2 auch NP-schwer sein.
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Ein paar Probleme
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Ein paar Probleme

3-SAT l l l l
@ =1 VX Vxz) A(xa VX3 Vxg) A(x1 VX3V Xy)

Gegeben

Logische Formel ¢ in konjunktiver Normalform mit
 m Klauseln

 n Variablen
» Genau drei Literale pro Klausel
Frage

Gibt es eine ¢ erfullende Belegung der Variablen?
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Ein paar Probleme

3-SAT

Directed Hamiltonian Cycle DHC

Gegeben
Gerichteter Graph D = (V,E)

Frage

Gibt es einen gerichteten Hamiltonkreis in D?
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Ein paar Probleme

3-SAT DHC

Undirected Hamiltonian Cycle HC
Gegeben
Ungerichteter Graph G = (V,E)

Frage

Gibt es einen Hamiltonkreis in G?
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Ein paar Probleme

3-SAT DHC

Undirected Hamiltonian Cycle HC
Gegeben
Ungerichteter Graph G = (V,E)

Frage

Gibt es einen Hamiltonkreis in G?
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Ein paar Probleme

3-SAT DHC HC

Traveling Salesman Problem TSP

Gegeben

Vollséndiger Graph G = (V, E) mit Kantenkosten c: E - R*
und eine Zahl k € R*

Frage

Gibt es eine Tour in G mit Kantenkosten maximal k?
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Ein paar Probleme

©, @ @

\ 4

\ 4
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3-SAT DHC HC TSP
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HC auf TSP
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Reduktion von HC auf TSP
G

Flge teure Kanten ein!

Lange 1
-------- Lange N > 1

Zu zeigen

G besitzt genau dann einen Hamitonkreis, wenn G’ eine Tour der Lange n = |V|
besitzt.
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Beweis Korrektheit

:({

»

Wahle die gleichen Kanten von G in G'. Diese haben die Kosten n.

c({

»

Besitzt G keinen Hamiltonkreis, so muss in ¢’ mindestens eine Kante mit Gewicht N benutzt
werden. Somit hat die Tour ein Gewicht von mindestensn—1+ N >n,da N > 1.

Laufzeit

Es missen 0(n?) Kanten hinzugefiigt werden. Konsequenz

Alle 0(n?) Kanten missen mit Kosten versehen werden. TSP kann nicht approximiert
Insgesamt also eine Laufzeit von 0(n?). werden, es sei denn P = NP.
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DHC auf HC
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Reduktion von DHC auf HC

Wie kann man garantieren, dass im
ungerichteten Graphen...

...nur eine der ursprunglich eingehenden
Kanten verwendet wird?

...nur eine der ursprunglich ausgehenden
Kanten verwendet wird?

Idee: Teile Knoten auf!

e Jeweils nur eine maglich!
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Reduktion von DHC auf HC

D G

in in

out
Zu zeigen
D besitzt genau dann einen gerichteten Hamiltonkreis, wenn G einen Hamiltonkreis besitzt.
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3SAT auf DHC
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Reduktion 3SAT auf DHC

(1 Vo VZ3) A (T2 Va3V ay) A(xy VT3V xy)

Wie sieht ein
Variablen-
Gadget aus?

Was ist mit

Klausel-
Gadgets?
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Variablen-Gadgets

Llrue”

A 4

A

,False”
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Variablen-Gadgets
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Klausel-Gadgets

Positive.s Literal Negatives Literal Kein Vo;kommen
<
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Beispiel der Reduktion

(01 Vxa VX)) A (X2 Vg Vxg) A(xg VI Vxy)
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Korrektheit

,Wenn die Formel erfiillbar ist, dann gibt es einen Hamiltonkreis.”

Laufe die Variablen Gadgets in der richtigen Richtung ab und laufe zwischendurch
die Klauseln ab. (Nach Konstruktion moglich)

,Wenn es einen Hamiltonkreis gibt, dann ist die Formel erfiillbar.”

Dazu miussen wir zeigen:

1. Geht man zu einer Klausel, muss man zur selben Variable zuruck.
2. Man darf nur Klauseln ablaufen, wenn die richtige Richtung gewahlt wurde.
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Man muss wieder zuruck...

Annahme: Man geht nicht zurtck.

- S .

Man kommt nicht mehr weg...
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Man muss richtig rum laufen...

Annahme: Man lauft Klauseln falsch ab.

S S S—

Man kommt nicht mehr weg...
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Korrektheit

,Wenn es einen Hamiltonkreis gibt, dann ist die Formel erfiillbar.”

Dazu miussen wir zeigen:
1. Geht man zu einer Klausel, muss man zur selben Variable zuruck. J
2. Man darf nur Klauseln ablaufen, wenn die richtige Richtung gewahlt wurde.

Also:
1. Variablen-Gadgets werden in einem Zug durchlaufen
» Die Richtung gibt uns frue oder false
2. Gibt es keine Belegung der Variablen, sodass ¢ erfullt wird, so gibt es

immer mindestens ein Klausel-Gadget, dass nicht abgelaufen werden kann.

* Es gibt also keinen Hamiltonkreis.
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Laufzeit der Transformation

Wir erstellen einen Graphen mit
* m+4nm + 2n + 2 Knoten
* O(nm) Vielen Kanten (X1 V@ VT3) A (T3 Vaz Vag) A(x1 VIV ay)

Wir brauchen also 0(nm) Zeit, den Graphen zu .
erstellen.

x1

e — — Cr

Losung fur 3SAT berechnen B R, s, G .

. . . . . — Cs
Uns interessiert nur, ob die Formel erfullbar ist! R —

,”.Zé + Technische — i y ) .
b %E Universitit Phillip Keldenich | Ubung #6 | Reduktionen | Seite 29
Braunschweig

v‘E 0
. &

£/
6"!

o



oViia,
P %’a Technische

SH:
) N >
o5 e
T, ,v“~
Nscd

Schritte fur einen NP-Schwere Beweis

Zeige: Problem II ist NP-schwer

« Suche ein geeignetes NP-schweres
Problem IT".

« Reduziere von I1’ auf II.
« Beweise Korrektheit:

,Fur jede Instanz I von I1' gibt es
genau dann eine Losung, wenn es fur
die Instanz T(Iyr) von II eine Lésung
gibt.”

« Beweise polynomielle Laufzeit
von T und T 1,

Beliebte Fehler
Nur fur ein Beispiel gezeigt.
Reduktion falsch herum.

Im Korrektheitsbeweis nur eine Richtung
gezeigt.

Laufzeit der Transformation nicht
berucksichtigt.

Codierungsgrof3e von T(Iy) ist nicht
polynomiell durch die Grof3e von Iy
beschrankt.
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