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41 Grundoperationen

Langsam:

e O(M): lineare Zeit

Alle Objekte anschauen

Sehr schnell:
e 0O(1): konstante Zeit

Immer gleich schnell, egal wie grof3 S ist.

Schnell:
e O(log n): logarithmische Zeit

Wiederholtes Halbieren
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4.5 Binare Suchbaume

Schnell:
e O(log n): logarithmische Zeit
e O(h): Tiefe des Baumes

Also: Wie konnen wir die Tiefe des Baumes
auf O(log n) beschranken?
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jeden inneren Konten v die Hohe der beiden Kinder von v um
hochstens 1 unterscheidet.
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4.6 AV-Baume

Satz 4.8

Ein AVL-Baum mit n Knoten hat hochstens Hohe O(log n).

Beweis:
Wie gesehen!

Damit noch offen:

Wie erhilt man Hohenbalanciertheit in dynamischen Situationen?
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Idee:

e Hohenbalanciertheit andert sich beim Einfiigen einzelner
Elemente nur wenig - und lokal!
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o Teilbaum der 78 ist nicht hohenbalanciert.
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Was tun?

o Teilbaum der 78 ist nicht hohenbalanciert.

e Die Hohe sollte hochstens 3 sein, damit auch der ganze Baum
unter der 44 hohenbalanciert ist.
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Was tun?

o Teilbaum der 78 ist nicht hohenbalanciert.

e Die Hohe sollte hochstens 3 sein, damit auch der ganze Baum
unter der 44 hohenbalanciert ist.

e Betrachte Knoten 78, Kind 50, Enkel 62!
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Neuer Baum!

e Hohenbalanciert

e Nur lokale Umsetzung der Knoten 78, 50, 62
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Neuer Baum!

e Hohenbalanciert

e Nur lokale Umsetzung der Knoten 78, 50, 62

e Vorher drei Knoten untereinander.,
jetzt der mittlere tiber zwei anderen.
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Algorithwmus 4.9

INPUT: Knoten x eines binaren Suchbaumes T, Vaterknoten y, Grofivaterknoten z

OUTPUT:  Binarer Suchbaum T nach Umstrukturierung mit x, vy, z

RESTRUCTURE(x)

1. Sei (a. b, ¢) die GroRensortieruna der Knoten x. v, z;
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INPUT: Knoten x eines binaren Suchbaumes T, Vaterknoten y, Grofivaterknoten z

OUTPUT:  Binarer Suchbaum T nach Umstrukturierung mit x, vy, z

RESTRUCTURE(x)
1. Sei(a, b, c) die Grofiensortierung der Knoten x, vy, z;

seien (Tg, Ty, Tp, Ty) die Grofensortierung der vier Teilbaume unter X, v, z, die nicht Wurzeln x, v,
z haben

2. Ersetze den Teilbaum mit Wurzel z durch einen neuen Teilbaum mit Wurzel b.

3. Setze a als linkes Kind von b, mit T und T; als linken und rechten Teilbaum unter a;

setze ¢ als rechtes Kind von b, mit T2 und T3 als linken und rechten Teilbaum unter c.

4. RETURN
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Einfigen

Satz 4.10

Mithilfe von RESTRUCTURE kann man einen AVL-Baum auch nach
einer Einfiige-Operation hohenbalanciert halten.

Die Zeit dafur ist O(1).

Beweis:
Angenommen, durch Hinzufiigen eines Knotens v ist der Baum
unbalanciert geworden.

Sei z der nach dem Einfiigen niedrigste unbalancierte Vorfahre von v.
Sei y das Kind von z, das Vorfahre von v ist; y muss zwei hoher sein
als das andere Kind von z.

Sei x das Kind von y, das im selben Teilbaum wie v liegt.
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
Welche Anordnungen gibt es?

(1) x<y=sz

(2) x<z<y

(3) ysx=z
(4) y=sz=x
(5) z=x<y

(6)

Z<y=<X
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(1) x<y=sz
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(1) x<y=sz

14



Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.): '
(1) x<y=sz

Der Baum ist wieder hohenbalanciert! l
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.): '
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(2) x<z<y
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(2) x<z<y
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(2) x<z<y
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Der Fall kann nicht auftreten! l
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(2) x<z<y

Der Fall kann nicht auftreten! '
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.): '
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(3) y=sx=z
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(3) y=sx=z
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(3) y=sx=z

Der Baum ist wieder hohenbalanciert! l
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.): '
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(4) ysz=x
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(4) ysz=x
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(4) ysz=x

Der Fall kann nicht auftreten! l
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(4) ysz=x

Der Fall kann nicht auftreten! '
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.): '
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(5) z=x=y
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(5) z=x=y
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(5) z=x=y
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(5) z=x=y

Der Baum ist wieder hohenbalanciert! l
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.): '
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(6) z=<y=x
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(6) z=<y=x
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Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(6) z=<y=x
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(6) z=<y=x

Der Baum ist wieder hohenbalanciert! '
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Einfiigen

Beweis von Satz 4.10 (Forts.):
(6) z=<y=x

Der Baum ist wieder hohenbalanciert!

Alle Schritte erfordern nur konstant viele Rechenoperationen. '
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Loschen

Wieder: l
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Laschen

Wieder:
e Verwende RESTRUCTURE!
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Wieder:
e Verwende RESTRUCTURE!
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Allerdings kann im allgemeinen ein neues Problem auftauchen:
Der neu hohenbalancierte Teilbaum von b kann niedriger sein als

der vorher von z. Dadurch wird eventuell der Vater von z
unbalanciert!

21



-

S

-

N Ty

SV ARINE S S P S

ST
L .

WM

S B g

Gschen

L

£

-~

e B

<




Loschen

Wieder:
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Loschen

Wieder:

e Verwende RESTRUCTURE!
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Loschen

Wieder:

e Verwende RESTRUCTURE!

e Ggf. immer wieder...
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Laschen

Wieder:

e Verwende RESTRUCTURE!

e Ggf. immer wieder...

Time per
Height level
—— N - o(1)
AVL Tree T:
R N S e o(l)
O(log n) < dovm phase\\
A s S T i o(l)
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Laschen

Wieder:

e Verwende RESTRUCTURE!

e Ggf. immer wieder...

Time per
l{cight ICVCI :

AVL Tree T: . |

o ] *" . \
O(log n) .~ dovm phase "\

Hochstens O(log n) RESTRUCTURE-Operationen, jeweils in O(1)! '
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Loschen

Satz 4.11
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Laschen

Satz 4.11

Mithilfe von RESTRUCTURE kann man einen AVL-Baum auch nach
einer Losch-Operation hohenbalanciert halten.
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Laschen

Satz 4.11
Mithilfe von RESTRUCTURE kann man einen AVL-Baum auch nach

einer Losch-Operation hohenbalanciert halten.
Die Zeit dafiir ist O(log n).
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Leonardo da Pisa,
gen. Fibonacci
1180-1241
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28



Fibonacci—-Zahlen

28

- vu‘"" % “-“—-1
- | ,,,,L, ,ziz

R T e

-,*l. '\_\k J’J'-N ﬁ.‘h

F(n)=F(n-1)+F(n-2)




Fibonacci-Zahlen

Indian Ozzan

Eignty

Mile

Beach

Welal Dowrs
Caps Keraudran
e NO. 1 Fence

- MNO. 2 Fence
w MNO. 3 Fence
—e. R2Ld tabonin im

RabbitProy Fence

Jgaong

WESTERN AUSTRALIA

Kalbar-i

- F(n)=F(n-1)+F(n-2)

Fucla

.

Csperaxe

- E‘:tdocu‘.up
kil d Southern Ozaan

28



Fibonacci—-Zahlen

28

- vu‘"" % “-“—-1
- | ,,,,L, ,ziz

R T e

-,*l. '\_\k J’J'-N ﬁ.‘h

F(n)=F(n-1)+F(n-2)




Fibonacci-Zahlen

R T e

oy : O ' ¥
| : n AL AR DA e T
==\ s :,'—* W -“r-é'.‘ :. -

' - B -
: % b @i

Nurmber
of vairs

1

2 F(n)=F(n-1)+F(n-2)




Fibonacci-Zahlen

29



oooooooooo

Tasp i s o Fibonacei-Zahlen

Family Tree of Rabbits

oAy Pw ds SR rrh et Tt ian “hee bense T - T TR Y. 'Y R R vaewn ‘T LA NN Y T2 A Y E T T o ST i ®n
7 ~N---~N-~N---~N-~N-----z
, .

s

W,

'
/,

SN N

R A T S T RS- _—_

7

7

U e iz e

........



oooooooooo

Tasp i s o Fibonacei-Zahlen

oAy Pw ds SR rrh et Tt ian “hee bense T - T TR Y. 'Y R R vaewn ‘T LA NN Y T2 A Y E T T o ST i ®n
7 ~N---~N-~N---~N-~N-----z
, .

Family Tree of Rabbits

A AR

'
/,

gy

A

F(n)=F(n-1)+F(n-2)

R A A A T T TS -_—_—__—_—-—"

N

7
%
7
7
///'
///7
%
4//’;

-

7

7

........



Fibonacci-Zahlen

30



Fibonacci-Zahlen




NN i

WYY
:

~__ Fibownacci-Zahlen

30



Fibonacci-Zahlen

31



Fibonacci-Zahlen

IE 3F BF BF 35F 35F 35F 35F 35F 35F 35 3
VNN AN VARV, BVaZ)

N N\ r s

AN

31



Fibonacci-Zahlen

I BF BF B 5F 3F 35F 3F 3F 3F JF R
A5\ \AN\A\ P

N WM\

r's N\ -




Fibonacci-Zahlen

- L - L -2 -L-L-L-L- gL L - L
3 A ) A\ \NA\/A\ /N

NN

s A AV

s L

1
Branches




Fibonacci-Zahlen

I BF BF B 5F 3F 35F 3F 3F 3F JF R
A5\ \A\A\ P

N WM\

r's N\ -

s L)

1
Leaves




Fibonacci-Zahlen

32



Fibonacci-Zahlen

32



Fibonacci-Zahlen

32



Fibonacci-Zahlen

33



Fibonacci-Zahlen

33



Fibonacci-Zahlen

33



Fibonacci-Zahlen

34



Fibonacci-Zahlen

34



Fibonacci-Zahlen

34



Fibonacci-Zahlen

39



Fibonacci-Zahlen

39



Fibonacci-Zahlen

39



Fibonacci-Zahlen

36



Fibonacci-Zahlen

36



Fibonacci-Zahlen

36



Fibonacci-Zahlen

37



Fibonacci-Zahlen

37



Fibonacci-Zahlen

37



Fibonacci-Zahlen

38



Fibonacci-Zahlen

38



Fibonacci-Zahlen

38



Fibonacci-Zahlen

39



Fibonacci-Zahlen

7/

- =
g4

o F
-

39



Fibonacci-Zahlen

39



Fibonacci-Zahlen

40



Fibonacci-Zahlen

40



Fibonacci-Zahlen

40



Fibonacci-Zahlen

40



Fibonacci-Zahlen

40



Fibonacci-Zahlen

41



41




Fibonacci-Zahlen

42



Fibonacci-Zahlen

42



Fibonacci-Zahlen

42



Fibonacci-Zahlen

42



Fibonacci-Zahlen

42



Fibonacci-Zahlen

42



Fibonacci-Zahlen

43



43

Fibonacci-Zahlen



Fibonacci-Zahlen

ix,‘
- n
-

.

c\yfq*’! !’?\?v
{ .!“ “% ll;
} )

43



Fibonacci-Zahlen

ix,‘
- n
-

.

c\yfq*’! !’?\?v
{ .!“ “% ll;
} )

3:2=1.500

43



Fibonacci-Zahlen w

ix:
-

'

1

\ARRAARACARAIAY
) . . ‘ .

3:2=1.500
5:3=1.666

43



Fibonacci-Zahlen w

] - h W < !'* )
\AARARAESS

3:2=1.500
5:3=1.666
8:5=1.600

43



_Fibonacci-Zahlen

ix:
-

Pl

iR R
S e
(iR ¢

v
;"l‘u". i g;r :

3:2=1.500
5:3=1.666
8:5=1.600
13:8=1.625

43



_Fibonacci-Zahlen W

.x,i
=

o ute

?*{wwm}_

X[ "tV AR

)

3:2=1.500
5:3=1.666
8:5=1.600
13:8=1.625
21:13=1.615

43



ibonacci-Zahlen

43

3:2=1.500
5:3=1.666
8:5=1.600
13:8=1.625
21:13=1.615
34:21=1.619

] c\:t

??T??
Al sq.v 11}

‘1 X




Fibonacci-Zahlen

44



Fibonacci-Zahlen

44



Fibonacci-Zahlen

' “‘;"".' ' o . -.... > """ ,’3.-—'
14 oty 2o D remen v s - —— ‘L-‘C—?::...bo——- L-..‘;_ér "“
ey MEVPVIRNR o5 S N N V. s WLt R ST - O

Goldener Schnitt:

44



Fibonacci-Zahlen

1tt:

Goldener Schn

44



Fibonacci-Zahlen

1tt:

Goldener Schn

44



Fibonacci-Zahlen

1tt:

Goldener Schn

44



Fibonacci-Zahlen

L bl

N

i

ot

=

i
Ao

phis. o2
\?'_, X

A

-
L oodie

g
- !
-~

1tt:

Goldener Schn

44



Fibonacci-Zahlen

L bl

A

A

‘-
-
-

R .
\, My
vy

..\‘A ol

$

=
-_—nt .-‘

|

¢ e

T_a t

g fon*ok

'\

1tt:

Goldener Schn

kieine-f

—

44



Fibonacci-Zahlen

45



Fibonacci-Zahlen

45



oooooooooo

Tasp i s o Fibonacei-Zahlen

oAy Pw ds SR rrh et Tt ian “hee bense T - T TR Y. 'Y R R vaewn ‘T LA NN Y T2 A Y E T T o ST i ®n
7 ~N---~N-~N---~N-~N-----z
, .

GHaaii

Herleitung des Zahlenwertes [Bearbeiten)
Aus der oben angegebenen Definition

7

s

77

7

b
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folgt mit p = und 1

)
(I)— _6=0

Multiplikation mit ¢p ergibt die quadratische Gleichung
®*—-d-1=0.
Diese Gleichung hat genau die beiden Lésungen
1+5
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- 1-45 1
¢ = 5 =1- __6~—0’618033'

Da (p negativ ist, ist ¢p die gesuchte Goldene Zahl.

Aus diesen Betrachtungen folgt unmittelbar die interessante Beziehung:
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