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Mergesort

Algorithmus (grob): mn*
1. Sortiere linke Halfte

2. Sortiere rechte Halfte

3. Fulge beide Halften
zusammen (merge) 3.A=
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Mergesort

Algorithmus (grob): A= q

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4
2. Sortiere rechte Halfte

3. Fulge beide Halften
zusammen (merge) 3.A=

% Technische - - - )
%; Universitit Matthias Konitzny, Arne Schmidt | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort| Seite 4



1L,

‘vo'« .‘?Q
1 2
< Rz

U - | ¥

P K

a2

o, 14
NycW

Mergesort

Algorithmus (grob): A= q

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4
2. Sortiere rechte Halfte

3. Fulge beide Halften
zusammen (merge) 3.A=
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Mergesort

Algorithmus (grob): A= n

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4
2. Sortiere rechte Halfte

3. Fulge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4
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Mergesort

Algorithmus (grob): A= n

1. Sortiere linke Halfte 1. A = 2 4
2. Sortiere rechte Halfte

) : ) 2. A = 3 6
3. Fulge beide Halften
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4 6
4. A = 1 )
5.4 =
6. A =
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---n

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Halfte

3. Flge beide Halften Gl €
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4

5. A =
6.4 =
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Mergesort

Algorithmus (grob): ---n----

1. Sortiere linke Halfte 1. A =
2. Sortiere rechte Halfte

3. Flge beide Halften Gl € £
zusammen (merge) 3.A= 2 3 4 6

4. A = 1 5

5. A = 1 5

6.A= 1 2 3 4 5 6 7
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Mergesort - Laufzeit

Algorithmus (grob): Sei T'(n) die Laufzeit von Mergesort fir n Elemente
1. Sortiere linke Halfte Schritt 1- T (2)
2. Sortiere rechte Halfte :

. . E
3. Fulge beide Halften SChrftt 2T (2)
zusammen (merge) Schritt 3: 0(n)

Zusammen ergibt das:

n

T(n)=2-T(2

)+0m ‘
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Losen von Rekursionsgleichungen

‘ T(n)=2-T(g)+0(n) ‘

Welche Laufzeit
besitzt T (n)
asymptotisch?

Erzeugende
Funktionen?

Master-Theorem?

Welche
Methoden
gibt es?
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Das Master-Theorem

Satz: Sei T: N — R eine Funktion der Form
m
T(n) = z T(a; - n) + 0(nk),
i=1

wobeim €N, ke Rund0 < a; < 1flirallei € {1,..,m}.

Dann gilt
( m
0(nk), fallsz af <1
i=1
m
T(n) € { ©(nklogn), fallsz af =1
i=1
m m
O(n°) mit z a; =1, fallsz ak >1
L i=1 i=1
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Master-Theorem (Beispiele)
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Beispiel 1

n
6

U(n)=%-U(E)+6-U(

- )+7nlogn—8n+15n2

Was sind
hier m, k, a;?

Das darf
nicht sein...!

Wichtig: Darauf achten, dass alle Parameter giltig sind!
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Beispiel 1.2

Un) = 3; U(E) +6- U(E) +:7nlogn— 8n + 15n2I

Also:

Mit
9

3 6
|
O(n?)
M
i ‘1

m=9,k=2unda1=---=a3=§,a4= C= Qg =
Z ;=3 12+6 12—1+1<1+1—
_1“i_ 3 6/ 3762727
1=

folgt U(n) € ©(n?)
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Beispiel 2

n

3)—7n

V(n)=7n2+5n3+27-v(

Also:
1
m=27,k=3unda1=--~=az7=§
Mit
27 3
Z 3 _ o7 1 27 1
a. - . —_ = — =
At 3 27
=1
folgt V(n) € O(n3logn)
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Beispiel 3

n

W(n)=9-w(3

)+7n

Also:
m=9,k=1undal=---=a9=§

Da
9

1 11
Zai=9- 5] =3>1

i=1
mussen wir das ¢ suchen!

1L,
4,

Also suche c, sodass gilt

9
zaf=1

i=1 .
1

9. 1= =1
5

& 9 =3¢

& logz39=c

S 2=cC

Also:

W(n) € 0(n?)
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(Sortieren mit)

Max-Heaps
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Max-Heaps — Definition

Ein Max-Heap ist ein binarer Baum mit folgenden Eigenschaften:

« Jeder Knoten besitzt einen Schlissel

« Ebene i < hbesitzt 2= Knoten, wobei h die Héhe des Baumes ist.

« Auf Ebene h sind die linken n — 2"~ + 1 Positionen besetzt.

» Der Schlissel jedes Knotens ist mindestens so grol3 wie die seiner beiden Kinder.

12

A=1[12,10,11,9,6,8,1,4,7,2,5, 3]

1
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Build-Max-Heap

1: function BUiLD-MAX-HEAP(A) 1: function MAX-HEAPIFY (A, 1)
2: heap-grofie[A] := lange[A] 2: ¢ := links(i), r := rechts(i)
3. fori= |22 down to1do |3  if £ < heap-groBe[A] und A[f] > A[i] then
4 MAX-HEAPIFY (A, 1) 4: max = /{
5: else
6: max :=1
7: if r < heap-gréBie[A] und A[r] > A[max| then
8: max :=r
9: if max # 7 then
10: Vertausche A[lmax|und Ali]
11: MAX-HEAPIFY (A, max)
% %’ enische Matthias Konitzny, Arne Schmidt | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort| Seite 21
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Build-Max-Heap

Als Array Als Baum

s[1]s[e[e]a]7]2 @ W @
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Build-Max-Heap

Als Array Als Baum

INGOBAGE (e ©OW @
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Build-Max-Heap

Als Array Als Baum

s[e[7]2 e ][54 (®) ©OW &
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Build-Max-Heap

Als Array Als Baum

s [o |72 J8l2]5 11 (2 @OW &
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Build-Max-Heap

Als Array Als Baum

Fertig! e
8|6(7]2|3]|4]|5](1
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Build-Max-Heap

1: function BUiLD-MAX-HEAP(A) 1: function MAX-HEAPIFY (A, 1)
2: heap-grofie[A] := lange[A] 2: ¢ := links(i), r := rechts(i)
3. fori= |22 down to1do |3  if £ < heap-groBe[A] und A[f] > A[i] then
4 MAX-HEAPIFY (A, 1) 4: max = /{
5: else
6: max :=1
7: if r < heap-gréBie[A] und A[r] > A[max| then
8: max :=r
9: if max # 7 then
10: Vertausche A[lmax|und Ali]
11: MAX-HEAPIFY (A, max)
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Build-Max-Heap

function MAX-HEAPIFY(A, 1)
¢ := links(i), r := rechts()
if ¢ < heap-groBe[A] und A[f] > A[i] then

1:

2:

3: /@%

4: max = /¢

5: else @ @

6: max =1 ;

7: if r < heap-groBie[A] und A[r|] > Ajmax]| then Jj—1 9 @ @ o
8: max :=r

9: if max # i then 4)(7)(2)(5)(3

10: Vertausche A[max]und Ali
11: MAX-HEAPIFY (A, max)

Fur Knoten auf Ebene h — j bendtigen wir
maximal 0(j) Durchgange.

Jeder Durchgang kostet 0(1)
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Build-Max-Heap

1: function BUiLD-MAX-HEAP(A) 1: function MAX-HEAPIFY (A, 1)
2: heap-grofie[A] := lange[A] 2: ¢ := links(i), r := rechts(i)
3. fori= |22 down to1do |3  if £ < heap-groBe[A] und A[] > A[i] then
4: MAX-HEAPIFY (A, 1) 4:
5:
6:
T
8:
9:
10: Vertausche A[lmax|und Ali]
11: MAX-HEAPIFY (A, max)
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Build-Max-Heap

1: function BuiLD-MAX-HEAP(A) 20 _ oh-h
2: heap-grofe[A] := ldnge[A]
3: for i = L%J down to 1 do 21 = ph-htl @

4: MAX-HEAPIFY (A, 1) 92 _ gh—h+2 @ @ @

Laufzeit;

Per Induktion:

h
0 1+Zzh—f-j =0\ 2 _h+2
j=1 sz

2h
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Build-Max-Heap

1: function BuiLD-MAX-HEAP(A) 20 _ oh-h
2: heap-grofe[A] := ldnge[A]
3: for i = L%J down to 1 do 21 = ph-htl @

4: MAX-HEAPIFY (A, 1) 92 — gh—h+2 @ @ @

Laufzeit;

Per Induktion:

_h+2
ZZJ Z

= 0(2") = 0(n)

h
0 1+Zzh—f-j =0| 28
j=1
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Heapsort

function SORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for 1 «length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und A[i]
heap-grifie[A] < heap-grifie[A] — 1
MAX-HEAPIFY (A, 1)
end for
end function
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e %E Universitit Matthias Konitzny, Arne Schmidt | Mergesort, Master-Theorem, Heapsort| Seite 32

2, L -
%i ‘%5 Braunschweig
N '“41

§C



Heapsort

function SORT(A)
BuiLD-MAx-HEAP(A) e a
for i «—length(A) downto 2 do

vertausche A[1] und A[i]

heap-grife[A] < heap-grifie[A] — 1
MAX-HEAPIFY (A, 1) e e ° e

end for

end function e
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Heapsort

function SORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)
for i «—length(A) downto 2 do
vertausche A[1] und A[i]
heap-grifie[A] < heap-grifie[A] —
MAX-HEAPIFY (A, 1)
end for
end function

8|6 2 4 1
716 2 4 8
6|3 2 4 8
53 2 6 8
413 2 6 8
3|2 4 6 8
211 4 6 8
112 4 6 8
1|2 4 6 8

b

Technische X X - -
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Heapsort — Laufzeit

Build-Max-Heap: 0(n)
function SORT(A)
BuiLD-MAX-HEAP(A)

. In der For-Schleife:
for i «length(A) downto‘2 do 1. Vertauschen: 0(1)
vertausche A[1] und A[i] . _
heap-grifie[A] < heap-grifie[A] — 1 2. Verklemem' 0(1)
MAX-HEAPIFY(A, 1) 3. Max-Heapify: O(logn)
end for
end function FUr n Iterationen ist das O(nlogn)
g"oﬂu'?’% Technische X X X X
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Heapsort — Korrektheit

Heapsort ist ein Sortierverfahren.

Beweis:

« Wir zeigen: Nach der i-ten Iteration besitzen wir wieder einen Max-Heap auf den restlichen
Feldern
=>Wir konnen das nachstgrofRere Element an die richtige Stelle sortieren.
« Zu Beginn, besitzen wir einen Max-Heap.
=>das groldte Element ist an der ersten Stelle.
« Angenommen, wir haben zu Beginn der Iteration i einen Max-Heap auf den aktivenn —i +
1 Feldern.
« Nach dem Tauschen des i grof3ten Elements nach hinten und nach Verkleinern des Arrays:
=>U.U. kein Max-Heap vorhanden.
* Aber: Jeder Knoten aul3er Wurzel erftillt Max-Heap Eigenschatft.
« Also: Max-Heapify auf Wurzelknoten reicht aus, um einen Max-Heap wiederherzustellen!
« Wir tauschen also in jeder Iteration das richtige Element nach hinten!
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