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Die Simplex Methode
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Ein Beispiel-LP

max 5x;+ 4x,+ 3x3

Bei jeder giiltigen Losung ist die Differenz
zwischen der linken und rechten Seite der

st. 2x4+ 3x,+ x3 <5 Ungleichungen nicht-negativ.
4+ xpt 2x3 =11 — Fiihre Variablen ein, die diesen
3x1 + 4‘X2 + ZX3 S 8 Unterschied angeben!
X1, X2 x3, =0 Diese Variablen heifden Slack-Variablen.
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Ein Beispiel-LP mit Slack Variablen

max (= 5x1 + 4x,+ 3x3
st. wy= 5— 2x;1— 3x,— X3
wr,= 11— 4x;— x,— 2x3

w3 = 8— 3x;— 4x,— 2x3

W1, Wp, W3, X1, X2, X3 >0

Bei jeder giiltigen Losung ist die Differenz
zwischen der linken und rechten Seite der
Ungleichungen nicht-negativ.

—> Fiihre Variablen ein, die diesen
Unterschied angeben!

Diese Variablen heifden Slack-Variablen.

Idee: Starte nun mit irgendeiner Losung und schaue, wie diese Verbessert werden kann!
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Startlosung und erste Verbesserung

max ¢ = 5x1 + 4x,+ 3x3 Eine giiltige Losung ist
X1, X5, X3, Wy, Wy, W3) = (0,0,0,5,11,8
S.t. W1 = 5— le — 3x2 — X3 ( b5z 23y T T2 3) ( )
wy, = 11— 4x;— Xy — 2X3 Wie konnen wir das verbessern?
wz= 8- 3x— 4xX— 2X3 Betrachte bspw. x;. Um wieviel diirfen wir

Wi, Wy, W3, X1, X2, X3 =0 die Variable erhohen, sodass alle Slack-
Variablen nicht negativ werden?

11
wi=0=x; <—, W220=>X1ST, w;=0=x; <

Ul

DN
w| o

5 o 1
Setze x; = p damitwirdw; = 0,w, =1, w3 = S
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Eine bessere Losung. Und nun?

max (= 5x1+ 4x,+
st. wy= 5— 2x;— 3x,-—
wr,= 11— 4x;— x, —

w3 = 8— 3x;— 4x, —

W1, Wp, W3, X1, X2, X3

3x3

X3

Eine weitere gliltige Losung ist

5
(xli .7°C2, -72'3; er WZI WS) — (EJ 0,0,0,1, 1/2)

Losungswert: 12.5

Wie konnen wir das verbessern?
Da w; bereits 0 ist, konnen wir x, und x5
nicht mehr wie x; einfach erhéhen. Oder?
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Dictionaries

max ¢ = 5x1 + 4x, + 3x;
st. w; = 5— 2x;1— 3x,— X3
w, = 11— 4x; — Xy — 2X3

W3 = 8— 3x;— 4x,— 2x;

Wi, Wy, W3, Xq,X5,X3 =0

Definition:
Das obige Layout ist ein Dictionary. Zielfunktion und Variablen auf der linken Seite werden
durch Variablen auf der rechten Seite definiert.

« Abhangige Variablen (links) heifsen Basisvariablen (basic variables).

* Unabhdngige Variablen (rechts) heifden Nichtbasisvariablen (nonbasic variables)

* Durch setzen der Nichtbasisvariablen auf 0, bekommen wir eine Basislosung (basis
solution, dictionary solution).
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Passe das Dictionary an!

max (= 125-— 25w;— 3.5x,+ 0.5x;

max (= 5x1+ 4x,+ 3x3 st. x;= 25— 05w;— 15x,— 0.5x;
s.t. wy = 5— 2x1— 3x;-— X3 w, = 1-— 2wy + 5x, — Ox3
wy,= 11— 4x;— x,— 2x3 ws= 05— 15w; — 0.5x,— 0.5x,

wy3= 8- 3x;— 4x;— 2x3 Wy, Wy, W, X1, X2, X3 =0

Wi, Wp, W3, Xq1,X2,X3 =0

5 1 3 1
Undx; =-—-w; —-x; —-x
1= 5 W1 5,72 573
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Zweite Iteration!

max (= 125-— 25w;— 35x,+ 0.5x3 Eine weitere gliltige Losung ist
5
S.t X1 = 2.5 — 05W1 — 1.5x2 — O.5x3 (3&1,3&2,?&3,\/‘/1, Wz,Wg) = (E, 0,0,0,1, ]/2)
W2 - 1 + 2W1 + sz - 0x3
Losungswert: 12.5
W3 = 0.5+ 15W1 - O.sz - O.5x3
W1, Wo, W3, X1, X, X3 > 0 Wie konnen wir das verbessern?
X1 = 0= x3 <5, w, = 0= x3 < o, w; =20px3<1

Setze x3; = 1, damit wird w; = 0,w, = 1,x; = 2. Passe das Dictionary wieder an!
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Dritte Iteration!

max ¢ = 13 — wy — 3x, — W3 Eine weitere gliltige Losung ist
X1, Xp, X3, W1, Wy, W3) = (2,0,1,0,1,0
st x; = 2 _ 2w, — 2x, — Wa (%1, X2, X3, Wy, Wp, W3) = ( )
w, = 1+ 2w, + 5x, —  Ows, Losungswert: 13
X3 = L+ 3w+ X2 = W3 Konnen wir das verbessern?
W1, Wy, W3, X1, X5, X3 >0

Behauptung: Die Losung ist optimal!

* Es gibt keine Nichtbasisvariable, die den Funktionswert erh6hen wirde.
 Die Gleichung { = 13 — w; — 3x, — w3 wurde durch Aquivalenzumformungen erreicht.
 Dabei wurden nur Constraints verwendet!
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Hintergrund

Bei den Iterationen handelt es
sich um einen Basistausch
uber ein Pivot!
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Und Allgemein?

Das Beispiel war recht klein und
deckt evtl. nicht alle Falle ab.

Wie machen wir das im
Allgemeinen?
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Schritt 1: LP zu Dictionary

Gegeben sei ein LP in Standardform:

n
Z &

I/\

l', iE{l,Z,...,m}

x] 20, jE{l,Z, ...,Tl}

Umwandeln in ein Dictionary:

¢ =zn: CjX;

j=1

Xn+i = by —

m}
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Schritt 1: LP zu Dictionary

Umwandeln in ein Dictionary:

Seinun V,B € {1, 2, ...,n + m} die
Indexmenge der (Nicht-)Basisvariablen.

Onscn

n
C = CJX] D . .
ann ist zu Beginn:
J=1 n N ={1,2,..,n}
. B=in+1n+2 ..., n+m
Xn+i = bi — aijx]' ) l € {1, 2, ,m} { }
j=1 1 . } . e
Mit dieser Notation lasst sich das Dictionary
noch etwas anders aufschreiben!
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Schritt 1: LP zu Dictionary

Umwandeln in ein Dictionary:

Die Koeffizienten im Vektor ¢ heifden auch
reduzierte Kosten.

Seinun V,B € {1, 2, ...,n + m} die
Indexmenge der (Nicht-)Basisvariablen.

Dann ist zu Beginn:
N ={12,..,n}
B={n+1,n+2,..,n+m}

Mit dieser Notation lasst sich das Dictionary
noch etwas anders aufschreiben!

Der Balken tiber Konstanten bedeutet, dass
diese sich liber Iterationen verandern.
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Schritt 2: Pivotschritt

Das Dictionary:

Wahlenunk € {j € V' | ¢; > 0}.
Existiert k nicht, dann sind wir optimal!
Erhohe nun x; so weit wie moglich.

Es muss fur alle i € B gelten:
X < bi — C_likxk
Da fiir ein i € B der Wert x; auf 0 gesetzt wird, erhalten

: bi
wir x, < —.
ik )
. . b : .
Wahle £ € B mit ay, > 0 und a_{) kleinstmaoglich.
£k
b
Setze x, = 0,x), = —&
Ark

Passe Dictionary uiber den Variablentausch an!
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Fragen I

Welche Nichtbasis-
variable nehme ich,
wenn mehrere zur
Verfligung stehen?

Prinzipiell egal. Die Wahl des
Pivots kann aber die Laufzeit
beeinflussen. Dazu spater mehr!

Welche Basisvariable
fliegt raus, wenn
mehrere zur
Verfligung stehen?

Prinzipiell egal. In dieser
Situtation treten Degenerationen
auf! Dazu spater mehr.
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Fragen Il

Bisher sind die b;
immer positiv. Das
muss im LP nicht
immer sein, oder?
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Ein weiteres Beispiel

max —2xq{— X, ¢ = —2X1— Xy
st. —x1+ x, <-1 wi= -1+ X1 — Xy
—X1— 2x, < =2 > lw, = =2+ X1+ 2x,
X, <1 Ws = 1 - X5

X1,Xo =0

Die Losung (0,0,-1,-2,1) ist nicht gtltig!
Das LP hat aber eine Losung (z.B. x; = 2,x, = 0)

Generell: Das Dictionary ist genau dann giiltig, wenn alle b; > 0.
Wie bekommen wir ein giiltiges Dictionary?
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Ein Hilfsproblem

Wir erstellen uns ein Hilfsproblem, fiir welches
1) ein giiltiges Dictionary einfach zu finden ist.

2) eine gultige Losung fiir unser originales Problem bereitstellt, oder zeigt,
dass keine gultige LOosung existiert

max — X
S.t.
n
zaijxj — Xg < bi: [ € {1,2,...,7’)’1}
j=1
x>0, je€{01,2,..,n}

Warum hat dieses LP immer eine Losung?

1L,
4,
S
2

Wann zeigt dieses LP, dass fiir das Ursprungsproblem keine Losung existiert?
TR
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Ein Dictionary fuir das Hilfsproblem

max —Xx,

S.t
n
z Clinj — Xp < bi' [ € {1, 2, ,m}
j=1

x; >0, j€{0,1,2,..,n}

1. Erstelle das Dictionary wie gehabt.
2. Fiihre einen Pivotschritt mit x, und der Schlupfvariablen mit kleinstem, negativen b;.

Das erhaltene Dictionary ist dann gultig!

WLy,
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Am Beispiel

& = — X E= —2— wy+ x1+ 2x,
wi= -1+ x9+ x1— Xy | wy = 1+ wy —  3x,
Wo = —2+4+ Xxo+ x1+ 2x, ' Xo = 2+ w,— XxX;1— 2Xx,
Ws = 1+ xo— X2 W3 = 3+ w,— x;1— 3x,

Nach dem Pivotschritt ist das Dictionary giiltig und wir konnen fortfahren!

1Ly
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Situation nach Simplex

= —2— wry+ x4+ 2x, & = —  Xp
Wy = 1+ w, —  3x, x, = 0.33 — 033w;+ 0.33w,
Xo = 2+ w,— XxX1— 2Xx, x1= 133— x9+ 0.67w;+ 0.33w,
w3 = 3+ w,— xq1— 3x, w3 = 067+ x9+ 033w;— 0.33w,

Losungswert ist 0, also ist unser ursprungliches LP giltig. Entferne x, wieder und benutze:
(= _le_xz = _3_W1_W2

¢ = —3 - Wy — w2
x,= 033— 033w;+ 0.33w,
x,= 133+ 0.67w;+ 0.33w,
w3 = 067+ 033w;— 033w, |X1=

w |

1, : : : .
)Xz = S listsogar direkt die optimale Losung!
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2-Phasen Simplex

Start

Existiert
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b; < 0?

Lose Hilfsproblem

L.Oose

Hauptproblem

Losungs-

wert 07?

Nein

>

Problem
nicht losbar!
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Fragen Il

Okay, Test fiir
Infeasible ist
vorhanden.

Was ist mit
Unbeschranktheit?

iLy
POANTS
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Noch ein Beispiel!

{ = 0+ 2Xxq — X, + 1xj Wie wahlt man hier das Pivot?
wy = 4 + 5x1 — 2x,+ 1x; x, sieht interessant aus!
W2 = 10 + lxg = 2x% = 23 Egal wie hoch man x; wahlt, die Constraints
w3 = 7+ 2x, — 3x3 sind immer erfiillt!
Wy = 6 + 2x1 + 2x, — 4x3

Da x; positiv in { vorkommt, kann der
Ws = 6 + 3x1 + 3Xx3 Funktionswert nur beliebig wachsen.

Zur Erinnerung: Fur ein k € NV mit ¢, > 0, wahlej € {i € B|a;; > 0und ;—i minimal}.
ik

. . o = : : _ b;i . . :
Lemma: Ist fiir ein k € V mit ¢, > 0 die Menge {l € B|aj, > 0und d_l mlnlmal} leer, dann ist
ik

das LP unbeschrankt.
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Simplex und Geometrie
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Graphische Darstellung
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A
b
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. . L[ %1 ‘
Maximiere: (1000, 1400) - (**) ” e+ 1a00m
Re
.
(0.8 0.9) (x1) - (240)
04 0.7/ \x,/) = \180 200
X1 0
> 04-z1+0.7 29 <180
Xy —\0 100
0 0.8-214+0.9 29 <240 » L1
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Graphische Darstellung

€2

Maximiere: (1000, 1400) - (i;) 300

(0.8 0.9).(961) <(240)
04 0.7/ \x,/  \180 200

()= (0

p L1

0 "« 100 200 300 400
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Graphische Darstellung

Maximiere: (1000, 1400) - ( ) 000, + 1400,

X1
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0

0
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Graphische Darstellung
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Graphische Darstellung

Maximiere: (1000, 1400) - ( ) 000, + 1400,
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Zusammenhang zwischen Simplex und Geometrie
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Zunachst:
Jeder Constraint beschneidet den
Losungsraum mit einer Halbebene.

Der Simplex-Algorithmus bewegt sich
entlang der Extrempunkte zum
Optimum!

=>» Extrempunkte entsprechen
Basislosungen!

le

A




