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Simplex Algorithmus

2-Phasen-Simplex

Lose Hilfsproblem

_Start Existiert
b <0?

Nein
>

Lose Hauptproblem

Problem
nicht losbar!

Basistausch
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Fundamentalsatz und Pivotregeln
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Uberlegungen

Wir haben einen
Algorithmus, der korrekt
lauft... wenn er terminiert.

\

Terminiert der Simplex-
Algorithmus immer?!

Falls nicht, was konnen
wir tun?
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Degenerierte Dictionaries und Pivots

( = 0+ X + X5 Ein solches Dictionary heifdt degeneriert. Es
enthilt ein b; = 0.
wy = 5 — 2x, + 3% l
W, = 7 — 3x; — 7x, Dadurch entstehen degenerierte Pivots: Fur
ein k € B existierteini € N mit
W3 = 0 — ) B
l
R
{ = 0+ X1 — W5 lk
\ Wy = 5— 2xq + 3w, Frage: Welche Pivots sind hier degeneriert und
icht?
W, = 7 _ 3x; — Tws welche nicht:
Xy = 0 — W3 x1 nicht degeneriert, x, ist degeneriert.
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Degenerierte Dictionaries und Pivots 11

( = 0+ x, + X5 Durch den Pivotschritt hat sich der
Zielfunktionswert nicht verandert!
wy = 5 — 2x1 + 3x,
W, = 7 — 3x; — 7% Die Reprasentation des Wertes ist anders.
B Die Losung bleibt aber identisch:
w3 = 0 - X2 | (xy, %y, Wy, Wa,ws) = (0,0,5,7, 0)
¢ = 0+ X1 — W3 e Macht das irgendwelche Probleme?
w, = 5 — 2%, + 3w, « Wie lan.ge kann man im schlimmsten Fall
den gleichen Wert behalten?
Wy = 7 — 3x1 — 7w,
Xy = 0 — W3
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Degenerierte Dictionaries und Pivots 11

¢ = 0+ X1~ W3 Ein weiterer Pivotschritt hat zwar die
Wy = 5 — 2x1 + 3ws Degeneration nicht aufgeldst, ist aber bei einer
optimalen Losung angekommen!
/ Wy = 7 — 3x1 — 7wy
X, = 0 — W Das passiert im Normalfall, dass wir trotz
Degeneration in einem Optimum landen. Aber!
7 7 1 7
= - — —W, — —Ww
3 ? 33
1 ) 10 Es kann vorkommen, dass iiber degenerierte
wq = § — w, — ? W3 Pivots wieder Dictionaries erreicht werden, die
. ) ; bereits vorkamen und nie eine optimale Losung
— efunden wird.
X1 = - — — Wy — —~— W3 9 f
3 3
0 _ Wa Dieses Verhalten wird zyKkeln (cycling) genannt.
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ZyKkeln

Um zykeln zu vermeiden, werden spezielle Regeln eingefiihrt. Aber sogar die folgende Regel kann

zum Zykeln fiihren:

 Wabhle als Nichtbasisvariable die mit dem grofdten positiven Koeffizienten cy.

 Wahle die Basisvariable nach lexikographischer Ordnung, wenn mehrere zur Auswahl stehen.
(Dabei in der Regel Schlupfvariablen als letztes, also x4, ..., x,,, W1, ..., W, )

¢ = + 1 — 219 — 2T 4
w1 = —  0.5z1+ 3.522 + 2rx3 — Aa 4
wo = —  0.521 + o+ 0.92z3 — 0.5x4
w3 = 1 — T1

Probiert es selbst aus; nach 6 Iterationen sollte man wieder bei diesem Dictionary ankommen
(ggf. sind die Spalten / Zeilen permutiert).
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Und nun?

Was machen wir jetzt?!

\
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Pertubation

Wenn ein b; = 0 ist, dann pertubiere es und setze b; := b; + ¢;.

Wenn viele davon existieren, pertubiere alle, sodass gilt:
0 <€ K €p_q K+ K €1 Kandere Nicht-Null-Werte

Dabei im Hinterkopf zu behalten:
* Keine Linearkombination der €; kann wahrend des Simplex-Algorithmus Groféenordnungen

wie die Daten im Problem annehmen.
* Niedrigere €j konnen nicht zu hoheren €;, d.h.i < j, eskalieren.

Schauen wir uns ein Beispiel an!

1L
o° .?Q

,,% % Technische )
3 %E Universitit Arne Schmidt | MMA, VL 02 | Seite 11
% Braunschweig

]
%,

v
ONscr




Pertubationsbeispiel

¢ = 0+ 6x, + 4x5 Notiz: Man kann auch einfach jede Zeile
Wy = 0 + 9x, + 4x, pertubieren.

Wy = 0— Ax, — 2X-
W3 = 1 _ X,

¢= 0+ 6x, + 4x,

wi= 0+ €+ 9%, + 4x,

wy, = 0+ €, — 4x1— 2x,

W3 = 1 _ X,
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Iteration 1

(= 0+ 6x1 + 4x, Tausche x; mit w, aus. Andere Moglichkeit
wi= 04 €+ Ox, + 4%, existiert nicht.
wr, = 0+ €, — 4x1— 2x,
wy = 1 — X2
(= 0+ 1.5¢, — 1.5w, + 1x, Welches Pivot als nachstes?
wi= 04+ €+ 225¢6,— 2.25w,— .5x,
x1= 0+ 25€, — .25w, — .5x,
wy = 1 — X
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Iteration 2

< Braunschweig

C

(= 0+ 1.5¢, — 1.5w, + 1x, Tausche x, mit x; aus, da €, K €.
wi= 04+ €+ 225¢,— 2.25w,— .5x,
x1= 0+ 25€, — .25w, — .5x,
wy = 1 — X?2
(= 0+ 2€, — 2w, —  2Xx4
wi= 0+ €+ 2€, — 2w, + X1
x, = 0+ 5€) — Sw, —  2Xx4q
1— 5€, + Sw, + 2xq
E Rl - oo s v o2 5



Optimale Losung

(= 0- 2wy —  2xq Losche die €; wieder, um das nicht-pertubierte
w, = 0— 2w, + %4 Dictionary zu erhalten.
X, = 0-— Sw, —  2x4 Wir haben die €; wie Symbole benutzt, wodurch
- wir eine prazise Beschreibung der Rangfolge der
ws= 1- SWy + 2X Variablen erhalten.

Die Methode wird auch lexicographic method
genannt.

Theorem: Der Simplex-Algorithmus terminiert immer mit der lexicographic Method.
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Beweisskizze

Zu zeigen: Es wird kein degeneriertes Dictionary erzeugt.

cq 0 -+ 07 (71161 T12€2 ° Tim€m |
0 € - 0 Bel. viele T91€1 19262  *** Tom€Em
P : Simplex-Iterationen '
0 0 - €n "m1€1 Tm2€2 ° Tmm€m.
Nur Hauptdiagonale hat Eintrage Diese Matrix muss immer noch Rang m besitzen, da wir
= Rang m nur reversible Pivotoperationen durchgefiihrt haben.

Daraus folgt: Jede Zeile muss ein r;; # 0 besitzen.

Daraus wiederum: Keine Zeile ist degeneriert (per Annahme, dass
sich die €; nicht gegenseitig auftheben konnen).

Daher: Kein Dictionary wird degeneriert sein!
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Phew!

Wir konnen also dafiir sorgen, dass der Simplex-
Algorithmus immer terminiert!

Damit konnen wir uns mogliche Ausgaben nach
Terminierung anschauen!
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Fundamentalsatz

Theorem (Fundamentalsatz):
Fir jedes LP in Standardform, gelten die folgenden Aussagen:

 Wenn es keine optimale Losung gibt, ist das LP infeasible oder unbeschrankt.

 Wenn es eine Losung gibt, dann existiert es eine Basislosung.

 Wenn es eine optimale Losung gibt, dann existiert eine optimale Basislosung.
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Basislosungen in der Geometrie
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Die Extrempunkte des Polytops
entsprechen Basislosungen!

Zum Nachdenken:
Wie sieht das mit degenerierten
Basislosungen aus?
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Andere Pivotregeln

Bland's Rule:
Wahle aus allen moglichen Pivots immer den mit dem kleinsten Index.

Simplex zykelt mit dieser Regel nicht! Benotigt aber ggf. langer zum Konvergieren.

Random Rule:
Wahle aus allen moglichen Pivots immer zufallig einen aus.

Greatest Increase Rule:
Pivotisiere so, dass die Zielfunktion am starksten wachst.

Sehr rechenintensiv!
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Fragen

Technische
% Universitit
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Okay... wir wissen,
Simplex terminiert.

Aber wie lange
dauert das?

In was messen
wir die
Komplexitat?
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Laufzeit Simplex-Algorithmus

Metriken:

1, die Anzahl an Variablen

* m, die Anzahl an Constraints
 Anzahl an non-zero Koeffizienten

Rule-of-thumb: Je mehr
Oen die Matrix enthalt,
desto einfacher wird es.

Worst-Case-Laufzeit hangt
also eher von n und m ab.
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Laufzeit Simplex-Algorithmus II

Die Laufzeit berechnet sich folgendermafien:

Tgesamt =N iterationen ’ Titeration

Also:
1. Wie viele Iterationen gibt es, und
2. Wie lange dauert eine Iteration?

Zu Frage 1: Wir gehen von Dictionary zu Dictionary ohne Wiederholung. Mit n+m (Schlupf-)
Variablen von denen m in die Basis gehen, kann es maximal (n:;lm) viele Dictionaries geben.

Im schlimmsten Fall, wenn n=m, sind das in etwa 24" Iterationen!
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- ABER WIR MUSSEN NICHT
ALLE BASISLUSUNGEN DURCH.
—
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Klee-Minty-Cube

Seil = f; K f, K -+ KL f,. Betrachte folgendes LP

n 1
I%?X }E:Qn_jmj-—EEEE:Zn_jﬂ3

1—1 1—1
st 2) 27zi4a; <Y 29848 i=1,2,...,n
j=1 j=1

xj >0 1=1,2,...,1n
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Beispiel

Mit 5, = 98, 3 = 9800 sieht der Losungsraum so aus:

1xq <1

4dx1 + lxo < 100 g

8r1 + 4dxg+ lzz < 10000 =

L1, 2, x3 > 0 |

Lemma: "
Mit der Grofdte-Pivot-Regel werden 2™ — 1 Iterationen P -
benotigt. s
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Simplex in der Praxis

| )
Auch wenn Simplex
theoretisch exponentielle Zeit
besitzt, lauft der Algorithmus in
der Praxis deutlich besser!

\_ /

\
\/Auﬁerdem hangt das Worst-

Case-Beispiel sehr von der
Pivot-Regel ab!

\_ J
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Nachste Woche

Wenn wir Simplex
durchfiihren, erhalten wir
immer untere Schranken fur

den opt. Losungswert

Konnen wir auch
obere Schranken
bestimmen?!
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